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内 容 提 要 


本 书 旨 在 介绍 有 限 群 的 表示 理论 , 其 中 包括 群 表示 论 的 基本 概念 与 两 条 主要 研究 途径 的 
介绍 。 书 的 前 八 章 介绍 有 限 群 的 常 表示 理论 ( 即 在 特征 数 不 整 除 群 的 阶 数 的 域 上 的 表示 , 具 
有 完全 可 约 性 ), 着 重 论述 了 与 群 的 诱导 表示 有 关 的 一 些 经 典 结果 , 同时 也 探讨 了 域 的 选取 与 
群 表示 分 解 之 间 的 关系 。 后 四 章 介绍 有 限 群 模 表 示 的 Brauer 理论 ( 即 在 特征 数 整除 群 的 阶 
数 的 域 上 的 表示 , 一 般 不 具备 完全 可 约 性 ), 该 理论 通过 p 模 系统 将 有 限 群 G 在 特征 零 域 上 
的 表示 理论 与 特征 p (这 里 p|lG|) 域 上 的 表示 理论 联系 起 来 ; 也 将 G 在 特征 零 域 上 的 特征 
标 理论 与 G 的 p 局 部 结构 联系 起 来 。 本 书 为 求 自 成 系统 , 在 第 一 章 用 较 大 篇 幅 简要 地 叙述 
了 与 群 表示 论 有 关 的 一 些 预 备 知识 , 特别 是 介绍 了 有 限 维 代数 的 结构 与 表示 理论 。 本 书 每 节 
后 都 附 有 足够 多 的 习题 帮助 读者 理解 与 拓 广 正文 的 内 容 。 

本 书 假定 读者 已 经 热 悉 线性 代数 理论 , 并 具备 群 论 , 环 论 与 域 的 伽 罗 华 理论 方面 的 最 基 
本 知识 。 本 书 可 作为 研究 生 与 高 年 级 本 科 生 的 教科 书 , 也 可 供 有 关 专 业 的 数学 工作 者 与 高 校 
教师 阅读 。 
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再 版 前 言 


ABH 1992 年 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 至 今 已 有 十 七 年 , 期 间 曾 被 多 个 高 校 
用 作 研 究 生 课程 教材 , 国内 也 陆续 出 版 过 数 本 中 文 版 的 介绍 群 表示 理论 的 教材 。 
在 过 去 的 十 多 年 里 , 群 表示 及 相关 数学 理论 在 国际 上 的 发 展 日 新 月 异 , 国内 学 
习 和 研究 群 表 示 理 论 的 队伍 快速 壮大 , 人 们 对 于 介绍 群 表示 理论 的 教材 也 有 了 
更 高 的 要 求 和 期 盼 。 为 此 , 利用 本 书 再 版 的 机 会 , 作者 除了 对 原版 进行 细致 的 勘 
误 补 正 外 , 在 书 的 正文 和 习题 部 分 都 作 了 较 大 幅度 的 增补 , 特别 , 书 中 增添 了 介 
绍 有 限 群 模 表示 理论 的 四 章 内 容 , 其 中 包括 p 模 系统 (K,R,k) 4 Grothendieck 
环 ; Brauer 特征 标 、 块 及 其 亏 群 ; Brauer 关于 诱导 块 的 三 个 主要 定理 ; 顶点 和 源 
头 。 正 文 后 面 所 附 的 习题 , 有 的 直接 摘自 文献 , 有 的 由 文献 里 的 一 些 结果 编制 而 
成 , 它们 将 作为 正文 内 容 的 有 机 补充 , 其 中 有 些 习 题 内 容 甚至 可 作为 正文 的 一 部 
分 。 例 如 , 我 们 先 在 正文 里 证 明了 定理 (7.2.1), 接着 , 在 87.3 后 设计 的 一 组 习题 
里 让 读者 将 定理 (7.2.1) 推广 为 Witt-Berman 定理 。 随 后 , 在 对 定理 (9.2.6) 的 
证 明 里 用 到 了 Witt-Berman 定理 。 读 者 可 通过 做 习题 来 检验 自己 对 正文 内 容 的 
理解 程度 , 对 新 知识 的 自学 能 力 和 动手 解 题 的 技巧 。 对 于 书后 的 “ 汉 英 对 照 术语 
索引 ”、“ 符 号 ”和 “参考 文献 ”, 再 版 本 也 作 了 相应 的 改变 : 除了 增加 必要 的 条 目 
外 , 还 细 化 了 索引 , 例如 , 对 于 循环 群 、 对 称 群 、 交 代 群 、 交 换 群 等 条 目 ， 我 们 都 
列 出 书 中 多 个 相关 出 处 , 循 着 该 线索 , 读者 可 对 这 些 概念 有 比较 系统 的 理解 。 又 
例如 , 对 于 符号 indm(z), 原版 本 里 仅 解释 为 “ 群 的 元 素 z ATIR H 的 指数 ”， 
再 版 本 里 说 得 更 明白 :“ 群 的 元 素 z 关于 子 群 H 的 指数 H: HNH” o 

曹 锡 华 教授 是 我 在 硕士 研究 生 阶 段 的 导师 , 学 习 有 限 群 表示 理论 的 领路 人 ， 
曾 亲 自 为 我 所 在 的 78 届 研 究 生 讲授 Serre 编写 的 教科 书 “Linear Representations 


siis 再 版 前 言 


of Finite Groups”, WEEHR, 深入 浅 出 ,厚积薄发 , RXKARRERT SS 
青春 岁月 的 我 们 如 久 旱 之 昔 如 饥 似 渴 地 汲取 知识 的 甘霖 ,至今 仍 印象 深刻 ,经 
久 不 忘 。 曹 先生 于 20 世纪 80 年 代 中 期 接受 编写 “有 限 群 表示 论 ” 教 科 书 的 任 
务 , 其 时 正 值 我 刚 从 英国 获得 博士 学 位 后 回国 不 久 。 他 让 我 一 起 参加 教科 书 的 
编写 工作 , 也 让 我 主讲 群 表示 论 课程 及 参与 他 名 下 研究 生 的 论文 指导 工作 。 从 
1986 年 春 列 出 提 岗 到 1988 年 春 依 审 稿 人 意见 修改 后 定稿 , 前 后 历时 约 两 年 , L 
作 模式 基 本 上 是 由 我 在 曹 先 生 的 指导 和 放手 鼓励 下 拟 出 初稿 , 交 曹 先生 校 阅 后 
提出 修改 意见 ,再 由 我 动手 改定 。 授 课 和 编写 教科 书 的 经 历 给 我 提供 了 极 佳 机 
会 去 深入 系统 地 领略 、 欣 赏 和 掌握 群 表示 理论 的 精致 内 涵 和 高 超 技巧 ， 曹 先生 
的 指导 和 放手 使 我 在 学 术 上 得 到 很 好 的 锻炼 。 书 在 定稿 后 过 了 四 年 半 时 间 才 正 - 
AWM WHA WT 1948 年 至 1950 年 期 间 在 美国 的 密歇根 大 学 师 从 有 限 群 模 
表示 理论 的 创始 人 R.Brauer KK, 研究 群 论 及 其 表示 理论 。 曾 先生 是 国内 研究 
群 表示 理论 的 德高望重 的 前 辈 , 为 中 国 的 代数 学 发 展 及 相关 人 才 建 设 辜 尽 竟 岩 
KAR, 桃李 遍 天 下 , 享誉 海内 外 。 曹 先生 于 2005 年 12 月 22 日 不 幸 因 病逝 世 ， 
享年 85 岁 。 痛 失 恩师 , 无 以 相 报 , 惟有 继承 曹 先 生 的 未 竞 事业 , 使 研究 群 表示 理 
论 的 薪 火 代 代 相传 发 扬 光 大 ， 以 告慰 曹 先 生 的 在 天 之 灵 。 这 是 本 书 在 面世 十 七 
年 后 决定 增补 再 版 的 缘起 。 


时 俭 益 
2009 年 3 月 31 日 
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群 表示 理论 是 近代 数学 中 发 展 迅速 且 相 当 活跃 的 数学 分 支 , 它 包括 群 的 常 
表示 理论 , 模 表示 理论 与 整 表示 理论 , 其 中 , 有 限 群 的 常 表示 理论 创立 最 早 , w 
今 已 有 一 百 多 年 的 历史 , 发 展 也 最 完善 , 是 研究 其 它 群 的 表示 理论 的 基础 。 

群 表示 理论 是 在 线性 代数 、 群 论 、 环 论 、 域 的 佑 罗 华 理论 、 代 数 结构 理论 、 
模 论 与 代数 数论 等 数学 学 科 的 基础 上 发 展 起 来 的 。 随 之 群 表示 理论 又 与 更 多 的 
数学 学 科 发 生 了 互相 联系 , CHUM, 代数 K 理论 , 代数 几何 等 学 科 的 关系 日 
趋 密切 , 且 从 这 些 学 科 中 不 断 汲取 新 的 方法 并 充实 新 的 内 容 。 同 时 它 也 被 广泛 
地 应 用 于 其 它 学 科 , 一 些 较 早期 的 如 Burnside 的 群 可 解 性 等 问题 与 较 新 的 如 有 
限 单 群 分 类 等 问题 的 解决 都 得 力 于 群 的 表示 理论 。 除 此 以 外 , 群 表示 理论 在 物 
理 、 化 学 、 天 文学 与 建筑 学 等 一 些 自然 科学 与 科技 领域 里 也 有 广泛 的 应 用 。 

有 限 群 的 常 表示 理论 是 群 在 特征 数 不 整 除 群 的 阶 数 的 域 上 的 表示 理论 。 创 
立 该 理论 的 最 初 工作 主要 是 由 G.Frobenius 做 的 , 他 的 理论 建立 在 复数 域 上 , 其 
主要 工具 是 由 他 创立 的 群 特征 标 理论 。 与 Frobenius 差不多 同时 的 H.Maschke 
与 LSchur 在 群 表示 的 分 解 与 可 约 性 问题 上 作出 了 重要 贡献 。 特 别 是 Schur, 经 
他 整理 的 有 限 群 表示 理论 简明 系统 而 为 较 多 人 所 理解 , 第 一 个 把 群 与 代数 的 表 
示 理 论 推广 到 一 般 域 上 的 是 E. Noether, 她 的 名 著 “Hyperkomplexe Grössen und 
Darstellungstheorie” 把 群 与 代数 的 结构 理论 与 表示 理论 融 为 一 体 。 该 书 对 于 近 
世代 数 的 发 展 产生 了 深远 的 影响 , 在 近 半 个 世纪 来 对 群 表示 理论 的 各 个 方面 都 
作出 重大 贡献 的 莫 过 于 R. Braver, 他 在 诱导 特征 标 与 分 裂 域 方 面 的 重要 结果 已 
成 为 群 表示 理论 中 最 基本 的 内 容 之 一 。Brauer 的 最 主要 贡献 是 创立 了 群 的 模 表 
示 理 论 , 即 群 在 特征 数 可 整除 群 的 阶 数 的 域 上 的 表示 理论 。 
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本 书 将 只 介绍 有 限 群 的 常 表示 理论 , 我 们 假定 读者 已 经 热 悉 线 性 代数 理论 ， 
并 具备 群 论 、 环 论 与 域 的 佑 罗 华 理论 方面 的 最 基本 知识 , 尽管 如 此 , 为 了 便于 学 
J, 我 们 仍 在 第 一 章 简 要 地 介绍 与 群 表 示 论 有 关 的 群 论 、 域 的 佑 罗 华 理论 与 范 
畸 论 的 基本 内 容 , 并 比较 详尽 地 讨论 有 限 维 代数 的 结构 与 表示 理论 , 然后 从 第 二 
章 起 系统 地 讨论 有 限 群 表示 理论 。 第 二 、 三 、 四 章 是 关于 有 限 群 表示 理论 的 最 
一 般 内 容 , 其 中 包括 群 表示 论 的 基本 概念 及 研究 群 表示 论 两 条 主要 途径 的 介绍 ， 
即 有 限 维 代数 结构 理论 和 群 特征 标 理论 在 群 表 示 论 上 的 应 用 , 第 五 、 六 、 七 章 
着 重 研究 群 的 诱导 表示 , 其 中 包括 Mackey 的 子 群 定理 与 张 量 积 定理 , Frobenius 
关于 限制 与 诱导 表示 的 互 反 律 , 诱导 表示 的 不 可 约 性 判 则 , 诱导 表示 及 其 特征 标 
的 分 解 以 及 关于 诱导 特征 标的 Artin 定理 与 Braver 定理 。 最 后 , 第 八 章 专门 讨 
论 表 示 在 域 上 的 Schur 指标 。 

本 书 叙 述 力求 简明 通俗 、 自 成 系统 。 正 文中 的 例子 与 每 节 正文 后 面 的 习题 
可 帮助 读者 理解 和 拓 广 正文 的 内 容 。 

本 书 可 作为 高 年 级 大 学 生 与 研究 生 的 教科 书 , 也 可 供 有 关 专 业 的 数学 工作 
者 与 大 学 教师 阅读 。 

对 于 高 年 级 大 学 生 , 我 们 不 要 求 他 们 预先 学 过 伽 罗 华 理论 。 同 时 , 以 下 一 些 
章节 的 内 容 可 不 列 入 课程 范围 : 81.2, §1.10, §2.5, §3.2, §4.3, $4.5, §5.5, 86.2 与 第 
八 章 。 此 外 , 85.1 中 关于 诱导 表示 的 范畴 论 刻画 的 那 部 分 内 容 也 可 略 去 不 讲 。 
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第 一 章 ” 群 表示 论 的 预备 知识 


在 本 书 里 , 假定 读者 已 经 熟悉 关于 群 论 、 环 论 、 环 上 模 论 、 域 的 伽 罗 华 理论 
与 线性 代数 理论 的 基本 概念 . 尽管 如 此 , 为 了 便于 讨论 群 表示 理论 , 也 为 了 使 读 
者 了 解 群 表示 理论 所 赖 以 发 展 的 代数 基础 , 本 书 仍 以 一 章 的 篇 幅 介 绍 与 之 有 关 
的 知识 . 


8511 群 论 的 基本 概念 


假定 读者 已 熟悉 群 的 基本 理论 , 现在 介绍 本 书 中 要 用 到 的 一 些 群 论 基本 概 
念 , 如 不 特别 申明 , 本 书 所 考虑 的 群 都 是 有 限 群 . 


D 若干 特殊 群 


(1.1.1) 定义 如 群 G 关 1 仅 有 的 正规 子 群 是 G 与 {1}, 则 称 G 为 单 群 . 
如 果 
G=G12G22:…2 G+ = {1} 


是 群 G 的 一 个 子 群 序列 使 Vi,1 <i <8, 有 Gin IG, 这 里 记号 Gi IG 表 
A Gist 是 Gi 的 正规 子 群 , 则 称 该 子 群 列 为 G 的 长 度 等 于 s WERN, 并 称 
{Gi/Girill < i < s} 为 该 正规 列 的 因子 集 . 当 因 子 集 由 单 群 组 成 时 , 称 该 正规 
列 为 G 的 合成 列 . 合成 列 的 因子 称 为 合成 因子 . Æ Jordan-H6lder 定理 , 群 G 
的 合成 列 的 合成 因子 多 重 集 (多 重 集 是 指 带 有 正 整 数 重 数 的 元 素 集合 . HS, % 
其 所 有 元 素 的 重 数 都 等 于 1 时 ， 多 重 集 就 是 普通 的 集合 ) 在 同 构 的 意义 下 与 G 
的 合成 列 的 选取 无 关 , 仅 与 G 本 身 有 关 , 故 可 称 之 为 G 的 合成 因子 多 重 集 . 
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(1.1.2) 例 
(a) 导 群 列 群 G WSR CO 是 G 的 由 换 位 子 集合 {ababja,b € G} 
所 生成 的 子 群 , GO 也 是 G 的 使 G/K 为 阿 贝尔 群 的 最 小 正规 子 群 K. 定义 子 
群 列 
G=G 2G 2G® Dust 
这 里 GO 是 CO-D 的 导 群 , Vi, 称 该 子 群 列 为 G 的 导 群 列 . 
b) 下 中 心 列 定义 群 G 的 子 群 列 


G=G02G12G22.…,， 


其 中 G 是 由 换 位 子 集合 {ab laba € Gi-1,b € G} MERTE, Vi, RAF 
群 列 为 G 的 下 中 心 列 . 
(c) 上 中 心 列 “定义 群 G 的 子 群 列 


{1}=Z0 C21C HC. 
其 中 2, 是 G 的 中 心 . Zi 是 G 的 含 Zi 的 子 群 且 Z/Zi-1 是 G/2i_1 的 中 心 ， 
Vi, 称 该 子 群 列 为 G 的 上 中 心 列 . 
(1.1.3) 定义 如 群 G 的 导 群 列 终止 于 {1}, 则 称 G 为 可 解 群 . 如 和 群 G 的 
上 中 心 列 终止 于 G (或 等 价 地 , 下 中 心 列 终止 于 {1}), 则 称 G AWER. 
TAAL G 可 解 当 且 仅 当 G 有 正规 子 群 列 


G=G2G2…2Go={ll( 即 G; < G,Vi), 
使 [Gi: Gini) := ey ERAH, Vi,1 < i < s (|G| 表示 群 G 的 阶 数 ). 
BRN G. WE G TREH N 与 G/N 都 可 解 . 


(1.1.4) 定义 如 群 G TH, AG 有 合成 列 
G=G1 2 G22- 2 G = {1}, 


使 Gi < G,Vi, 则 称 G 为 超 可 解 群 . 

令 卫 为 素数 , ze G. 如 z 的 阶 数 是 了 HH, MH > 为 了 TOM. 如 z 的 阶 数 
与 p 互 素 , 则 称 rA p TR. 

显然 , 恒 等 元 1 既是 p 元 素 又 是 p 元 素 . 1 是 G 中 仅 有 的 具有 这 种 性 质 的 
元 素 . 
Va € G, 存在 唯一 分 解 式 了 = r'r" = g'z, 使 六 为 了 元素, 2" 为 卫 元 素 ， 
此 时 称 a! oo Hp’ BBS, 2” 为 z 的 p 部 分 . 
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(1.1.5) 定义 阶 数 为 p 的 标的 群 称 为 p 群 . 阶 数 与 p ERORA p #. 
称 G 为 p 可 解 群 , 如 果 存在 G HIRI 


G=G1 2 G22- 2 Ga = {1}, 


使 得 Wi,1 <i<s,Giri < Gi, B Gi/Giri RAR p BH, RAR p 群 . 


我 们 有 关于 群 的 集合 的 如 下 包含 关系 : 

{p BE |p 为 素数 }c{ 睾 零 群 }c{ 超 可 解 群 C{ 可 解 群 } E {p 可 解 群 |p 为 
素数 }. 

由 集合 {1,2,… ,n} 上 所 有 置换 组 成 的 群 称 为 n 次 对 称 群 , 记 作 Sn; 由 Sn 
中 所 有 侦 置 换 组 成 的 子 群 称 为 n 次 交代 群 , 记 作 An. 

HES, 与 An 当 n< 4 时 是 可 解 群 ,但 当 n > 5 时 不 是 可 解 群 . 

如 G ERRE, M G 的 任何 真子 群 H 的 正规 化 子 Ne(H) 一 定 严 格 包含 
H. 群 G 是 宕 零 群 的 充 要 条 件 是 G AK Sylow 子 群 的 直 积 . 

还 有 二 族群 在 表示 论 中 起 着 重要 作用 , 它们 被 分 别称 为 初等 群 与 拟 初 等 群 . 


(1.1.6) 定义 ”如 存在 素数 p 使 甩 为 p 群 忆 与 循环 p 群 2 th HA: 
H=PxZ, (1) 


则 称 HOH p 初等 群 (或 简称 为 初等 群 ). 


显然 , 对 于 任何 素数 p, 循环 群 总 是 p 初等 的 ; p 群 与 任何 循环 群 的 直 积 是 
p 初等 群 . 初等 群 都 是 睾 零 群 . 初等 群 的 子 群 也 是 初等 群 . 


(1.1.7) 定义 ”如 存在 素数 p 使 电 为 循环 p/ 群 2 pH P HEL: 
H=ZxP, (2) 


则 称 H 为 p 拟 初 等 群 (或 简称 为 拟 初 等 群 ). 


在 拟 初 等 群 H 的 分 解 式 (2) 中 , Z 的 取 法 唯一 , 它 是 H 的 含有 所 有 p 元 
素 的 特征 子 群 . 
2 拟 初等 群 另 有 一 个 等 价 的 定义 : 如 五 是 正规 循环 子 群 4 与 p 群 PWR: 


H = AP, (3) 


则 称 五 为 p 拟 初等 群 . 
任何 初等 群 都 是 拟 初等 的 . (2) 式 中 的 p 拟 初等 群 H = 2 x P 为 初等 群 当 
且 仅 当 2 属于 H 的 中 心 , EHNA H AIEA Sylow p FH. 
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M) 群 在 集合 上 的 作用 

(1.1.8) 定义 给 定 群 G 与 集合 Q. 如 yp: (ZU) 一 ow 为 从 CGxQ 到 QQ 内 
的 映射 使 vz,y E G 与 wen, 下 式 成 立 : 

lw=u, 

(zy)w = 2(yw), 
Nt y AGHA LAER, 称 Q 为 G 集 . 称 两 个 G 集 Q A 为 同 构 的 , 记 
HASN, 如 存在 双 射 了 :Q 一 Q' 使 


f(zw)=zf(w), YweEQ, zeG, 


这 里 双 射 了: Q O! 意味 着 存在 映射 9:9! 一 中 使 gf =la 45 fg= lw, la 5 
lg 分 别 为 Q 与 Y 上 的 恒 等 映 射 
令 Q 为 G 集 .YzeG, 定 义 映射 Zi:Q 一 Q 如 下 : 


ZIU 一 ZU， Wwe, 


则 有 
1 = lo， (zy) = ztW，vz,ye G. 
故 zhyrzl 是 从 G 到 QQ 上 置换 群 (后 者 同 构 于 O 次 对 称 群 ) 内 的 一 个 同 态 . 
在 每 个 G 集 Q 上 可 定义 关系 ~ 如 下 : Sv, wed, 如 存在 zEG 使 山 = ax, 
Mid v ~w. 这 是 一 个 等 价 关系 . 相应 的 等 价 类 称 为 G 轨道 , 或 简称 为 轨道 . 每 
个 轨道 也 都 是 G 集 . 由 一 个 轨道 组 成 的 G 集 称 为 可 迁 G 集 . 


(1.1.9) 定义 邻 Q 为 G 集 ,weQ. 定义 ww 在 G 中 的 稳定 子 为 
Stabg(w) := {x € Glzw = w}. 


以 记号 五 < G 表示 H 是 群 G 的 子 群 , H < G 表示 H E GHATH. 注 
意 Stabc(w) < G. MH < G, 则 左 陪 集 空间 G/H = {yHlye G} 在 G 的 如 下 作 
用 下 形成 可 迁 G 集 : (2, yH) 一 zyH, Vz,y € G. 

此 时 , H = Stabg(H). 

以 下 命题 刻画 了 有 限 G 集 . 

(1.1.10) 命题 令 Q 为 G 集 . 

(a) RO 是 可 迁 的 , w,w CO, =Stabc(w) 与 H' = Stabc(uw'). 则 存在 某 
ZEG 使 w =zw, 且 H'=zHz-1. 特别 ,存在 G 集 同 构 QG/H %G/H'. 

b) 设 Q 是 可 迁 的 . 设 G 与 Q 作为 集合 都 有 限 , 则 


|A| = [G :Stabc(w)]，vYo €Q. 
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特别 , lolllGl. 

(0) 设 Q 是 有 限 集 (不 必 可 迁 ). 令 {QiliE I} 为 Q 的 G 轨道 集合 , 则 有 

19} = J Ial 
ier 

与 |Qi| = [G : Stabg(wi)], Ywi € Qi,i € I. 

(1.1.11) 例 

(a) RH < G, W H TENER (hz) = he 作用 于 G, TANER 
(z,h) + zh-! 作用 于 G, 这 里 ce G,h e H. 在 第 一 种 情形 的 H 轨道 是 右 陪 集 
{Ho}, 而 在 第 二 种 情形 的 五 轨道 是 左 陪 集 {2H}. 

(b) RH,K < G. WHR H x K 以 如 下 方式 作用 于 G: 

((h,k),2) + hzk-!, vr € G,h € H,k € K. 


此 时 的 轨道 是 (H,K) 双 陪 集 {HrK}. 
(c) 设 HH< G. H T G 的 内 自 同 构 作 用 于 G : 


(zy) PTY =is(y), Vee H, yeG, 


RH i, 是 G 的 由 z 所 决定 的 内 自 同 构 . 同 态 z i, 把 RD) G 的 内 自 同 构 
群 内 . 其 核 恰 为 H5 G 的 中 心 Z(G) 的 交集 Z(G). 此 时 的 五 轨道 称 为 G 
的 五 RAX. 特别 , 当 H =G 时 , A 轨道 正好 是 G 的 共 轿 类 . 以 Cl (G) 记 群 
G HIRA. 如 E E C (G),ze 多 We 在 G 中 的 稳定 子 是 z 在 G 中 的 
中 心 化 子 

Calz) := 也 EGlyzy- = z}. 
RIAR G 的 类 方程 


|G| = |2(@)| + IG : Ce), 


右 端 和 式 里 的 z BG G 在 G - Z(G) PIEPAH-MRA. 


(1.1.12) 定义 it H < G. i NG(H) := {g € GlgHg-! C H}, kZ» H 
在 G 中 的 正规 化 子 . 

SF OA NE Z 和 素数 p, 记 m =p (或 np = |m|), WR n = pm, 其 中 
aEN 和 meZ 满足 pfm. 称 mp 为 nm 的 D 部 分 , 称 np A np MH. 


(1.1.13) 定理 (Sylow) (a) i |Glp = p°, 其 中 了 是 素数 . 则 G 含有 pa 阶 
子 群 ( 称 为 G 的 Sylow p FH). G 的 所 有 Sylow p FAA AEM. 

(b) G 的 任何 p 子 群 都 落 在 它 的 某 个 Sylow p 子 群 里 . 

(c) 如 果 GX p 群 , 则 G 的 中 心 Z(G) := {g € Glgz = zg,Yz € G} 非 平凡 ; 
P < Nec(P),YP < G. 
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(Hl) 群 由 生成 元 与 关系 式 来 定义 


(1.1.14) 定义 设 G 是 群 . at ,an EG. {wi1,… ,we} 是 元 素 all <i< 
n) 及 其 逆 元 的 一 些 乘 积 . 它们 满足 条 件 : 

(a) G = (a1,… ,an) (FF G 由 元 素 a1,… ,an ER), 且 关 系 式 wi = 1,…， 
we = 1 都 成 立 . 

(b) 如 G' REAK a4，… ,af 的 另外 一 个 群 ,使 得 wi = … 二 ww 二 1 在 
G 中 成 立 , 这 里 Vi,1 <i< tw 可 从 wi 通过 把 因子 aj(1 <j <n) Ri a) 
得 , 则 存在 群 的 唯一 同 态 p:G 一 G' 使 p(ai)=alVi,l<ign. 

并 称 G 有 一 个 表现 (presentation) 


G = (m, anw = we = ++ = we = 1). 


由 定义 可 知 : 有 相同 表现 的 两 个 群 是 同 构 的 . 


(1.1.15) 例 
(a) 阶 数 为 2n 的 二 面体 群 Dn 有 表现 


Dn = (mslm = 8? = (rs)? = 1). 
(b) 阶 数 为 4m 的 广义 四 元 数 群 Qm 有 表现 
Qm = (rslr2m = rs? = rsrs™ = 1). 
(c) 有 限 生成 的 Coxeter HE W 有 表现 
W = (81,-++  8n}(8i8j)"% = 1, Vi, j, 1 < ij < n), 
这 里 正 整数 mij 满足 


=1, Mi=j, 
>1， 如 ižj. 


注意 对 称 群 Sn 是 Coxeter 群 , CARA 


Mij -mf 


Sa = (815°: , 8n—1|(8i8;)" = 1, Vi, j, 1 < ij <n), 


这 里 
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习 题 


1. 证 明 : 有 限 群 G 的 每 个 元 素 = 有 唯一 分 解 = = r'r" = zz' 使 得 z' 是 元 素 , 2” 
是 ?元素 

2. 设 百 =Cx 忆 是 p 初等 群 ,这 里 C 是 循环 p' 群 , P 是 p 群 . 求证 : 

(a) H RSH. H 的 每 个 子 群 都 是 p 初等 群 . 

(b) C 是 H 中 所 有 p 元 素 的 集合 . PH 中 所 有 p ROMA. 

3. 验证 拟 初 等 群 的 子 群 也 是 拟 初等 群 . 

4. EX EGR. MV(u,v), (u,v) EX x Xuso,uw +v, FE VEG HH gusu 
5 gu=v', 则 称 X 为 双 可 迁 的 . 设 G 是 集合 X = {z1,… ,zn} 上 可 迁 置 换 群 ( 即 G 是 
满足 以 下 条 件 的 群 : YL< i,j <n, 存在 ge G 使 gzi = 23). & H = Stabc(zl). Rik: 

(a) AETR gi,… ,gn E G 使 gi(zlj)= zol<i<m 且 


G= HU:…UgnH. 


(b) X 上 H 轨道 的 个 数 等 于 G 的 (H, H) 双 陪 集 个 数 . 

(c) 如 G 双 可 迁 地 作用 于 X, 则 H 可 迁 地 作用 于 X 一 {21}. 

5. RAH 5 K 是 G 的 子 群 。 如 存在 上 E K 使 H' = koe, 则 称 H 5 
五 ' 为 K KRH. WIE G 的 K RAF H 的 相 异 子 群 个 数 等 于 [K : Nk(HH)), 这 里 
Nx(H) := {k € K|H = kHk7*}. 

6. 试 证 存在 严格 的 包含 关系 : 


(HSB) C { 超 可 解 群 } C { 可 解 群 }. 


7. Clifford 群 CL(n) 是 一 个 由 生成 元 集 {71,72 ,Yn, 一 1} 和 以 下 关系 式 所 定义 的 
We 9? = (-2)? = 1, (wy)? = 1, (1): 一 m(-DYL<i 关 7 了 < 和 m 这 里 1 是 群 CL(n) 
的 单位 元 . 证 明 : 

(a) CL(n) 的 阶 数 等 于 2"+1. 

(b) CL(n) 的 导 群 等 于 {1, 一 1}. 

(c) 设 Z(CL(n)) 是 CL(n) 的 中 心 . 4 n 是 偶数 时 , Z(CL(n)) = {1, 一 1}; 当 n BH 
数 时 , Z(CL(n)) = {1, -1, myn Tn} 

(d) CL(n) 的 每 个 不 属于 中 心 的 共 翅 类 含有 二 个 元 素 . 因此 当 n 是 偶数 时 , CL(n) 共有 
2" +1 PSM; 而 当 n 是 奇数 时 , CL(n) 共有 2” + 2 THE. 


§1.2 域 的 基本 概念 


本 节 概 要 地 叙述 后 面 要 用 到 的 域 论 中 一 些 定义 和 结果 . 

(1.2.1) 4 F ÆR E AFR, 则 称 巨 为 F aR, ICE E/F. beit Ea 
被 自然 地 看 作 FF 空间 , 其 维 数 记 作 dime. 如 dimpE < 00, 则 称 E/F WAR 
次 扩 域 . 如 dimp E = co, WH E/F 为 无 限 次 扩 域 . 
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如 域 K WE EDK DoF, 则 称 K 为 EB/F 的 中 间 域 . 此 时 如 E/F 是 有 限 
次 扩 域 , WER dimp = dimk E : dimp K 成 立 . 

(1.2.2) 记 Fle] 为 关于 不 定 元 z 的 系数 属于 域 F 的 多 项 式 组 成 的 环 . 设 
uc E/F. 如 存在 某 非 零 多 项 式 f c Fle] 使 得 f(u) = 0, Wu WF 上 代数 
元 . 此 时 , 在 Flz] 中 存在 唯一 的 满足 等 式 g(u) = 0 的 次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 
g(z) (最 高 次 项 系数 等 于 1 的 多 项 式 称 为 首 一 多 项 式 ), 称 g(z) 为 u E F 上 的 
最 小 多 项 式 . g(z) 的 次 数 称 为 u 的 次 数 , 由 F 上 代数 元 组 成 的 扩 域 称 为 代数 扩 
域 . 有 理 数 域 Q 上 的 有 限 次 代数 扩 域 被 称 为 代数 数 域 . 由 F 上 所 有 代数 元 组 成 
的 扩 域 称 为 F 上 的 代数 闭 域 , 或 简称 代数 闭 域 . 复数 域 C 是 实数 域 RR 上 的 代数 
闭 域 , 但 不 是 有 理 数 域 Q 上 的 代数 闭 域 . 这 因为 C 里 含有 Q 上 的 非 代数 元 (或 
称 超越 元 ). HELA, F[z] 中 任 一 正 次 数 多 项 式 在 F 上 的 代数 闭 域内 有 根 . 

(1.2.3) 如 5 EDR E/F WFR, WE KREA FUS 的 最 小 子 域 称 为 5 
在 下 上 生成 的 子 域 , 记 作 F(S), E 内 包含 FUS 的 最 小 子 环 称 为 5 在 LE 
成 的 子 环 , 记 作 F[S]. 显然 , FS] 必 是 整 环 , 特别 , 当 S 是 F 上 代数 元 集合 时 ， 
RITE F(S) = F[S]. 

(1.2.4) 设 巨 是 下 的 扩 域 ,fe Fla]. W f E Elz] 内 可 分 解 为 一 次 因子 的 
乘积 , 则 称 f 在 EDR. 显然 , f 在 LIRAINA EE 包含 f 的 全 部 根 . 
使 f 在 其 上 能 分 裂 的 最 小 扩 域 E 称 为 fE 已 上 的 分 列 域 , 熟知 fE FER 
分 裂 域 是 有 限 次 扩 域 . 

(1.2.5) 设 E/F 是 代数 扩 域 . 如 果 Fi) 内 任何 不 可 约 多 项 式 只 要 在 内 
有 一 个 根 , CRE Ele] 内 分 裂 成 一 次 因子 的 乘积 , 则 称 E/F 为 正规 扩 域 . 特别 ， 
五 上 的 代数 闭 域 是 正规 扩 域 . 

我 们 知道 , 有 限 次 扩 域 BE/ 下 是 正规 扩 域 当 且 仅 当 E/F 是 某 一 多 项 式 fc 
F(z} 的 分 裂 域 . 

(1.2.6) 设 fe Flz]. WR fE Fle] 内 的 每 个 不 可 约 因子 都 只 有 单 根 , 则 
称 f 在 下 上 可 离 . Hue F ERIT. 如 ww 在 下 上 的 最 小 多 项 式 是 可 离 多 
项 式 , WH uA F ETET. 如 果 代 数 扩 域 E/F 的 每 个 元 素 都 是 F 上 可 离 元 ， 
则 称 E/F 为 可 离 扩 域 . 如 果 域 F 的 任何 有 限 次 扩 域 都 是 可 离 扩 域 , 则 称 F 为 
完善 域 (perfect field). IEIR F 的 特征 数 为 char. 下 . 则 当 char.F = 0 R F EAR 
域 时 , F 总 是 完善 域 . 

(1.2.7) 给 定 二 个 扩 域 E/F 与 B'/F. WẸ o: EOE 是 域 同 态 (或 域 同 
构 ) 使 得 v(z) = z,Yz € F, WK o 为 F AS (或 下 同 构 ), 令 weB 与 weE 
AF 上 代数 元 , 则 要 使 v 与 w 是 同一 不 可 约 多 项 式 f E Flz] 的 根 当 且 仅 当 存 
E FFH o: F(u) 一 F(u’) 848 olu) =u. 

特别 , RE = E, 此 时 称 o 为 EW F ABW. EW F 自 同 构 全 体形 成 一 
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个 群 , 记 作 Gal E/F, 称 为 EEF LAMEER. 当 E/F 是 有 限 次 扩 域 时 , 我 
们 有 |Gal E/F| < dimp E, 等 号 成 立 当 且 仅 当 E/F 是 正规 可 离 扩 域 . 

设 fe Fle) E/F Æ f E F LABOR, W E/F 在 下 同 构 的 意义 下 由 f 
所 唯一 确定 , 称 Gal E/F 为 f EF 上 的 伽 罗 华 群 . 

(1.2.8) 给 定 uw € E/F. 如 果 存 在 o € Gal E/F 使 得 w = o(u), WE u 
与 w EF EMBER. 这 是 E/F 中 的 一 个 等 价 关 系 , 相应 的 等 价 类 称 为 下 
ERNE BM. uc E/F BAERS F LID ERE < dimFP(), 等 
号 成 立 当 且 仅 当 E/F 是 正规 扩 域 且 ue F ELINT. 

设 E/F 是 正规 扩 域 , K, K 是 E/F 的 中 间 域 . 如 果 存 在 ve Gal EB/F 使 
得 K' =0(K), WEAK 与 K' 在 F ERR. 

设 E/F 是 正规 扩 域 , K 是 E/F 的 中 间 域 , 如 果 存 在 F AA r: K 一 E, 
TUOMAS IEA BMF Ay. 

(1.2.9)  E/F 是 扩 域 , 如 果 存 在 G < Gal E/F 使 得 


F = Invg(E) := {x € Elo(z) = z,Yo € G}, 
则 称 BOW F MD esp ih, 或 称 E/F 为 伽 罗 华 的 . 
熟知 E/F BARU ME EP RANK E/F 是 有 限 次 正规 可 离 扩 域 . 
设 E/F RARP ETIR, G= Gal E/F. 对 于 E/F 的 任何 中 间 域 K, 
可 以 定义 G 的 一 个 子 群 
Gal E/K = {ø € Glo(z) = 2, Va € K}, 
对 于 G 的 任何 子 群 H, 可 以 定义 E/F 的 一 个 中 间 域 
Invg(E) = {x € Elo(x) = 2,Vo € H}, 


则 K > Gal E/K, H + Invg(E) 在 G 的 所 有 子 群 与 E/F 的 所 有 中 间 域 之 
间 定 义 了 一 个 逆序 双 射 . 设 H, He 分 别 是 G 的 与 中 间 域 Ki, Ka 相对 应 的 子 
群 , 则 Ki, Ka 在 自 同 构 c e G TFHA H 与 H: 是 G SMT H: 
Hp = oH1io-1. 特别 , K/F 是 正规 扩 域 当 且 仅 当 Gal E/K = H 是 G 的 正规 子 
群 . 此 时 ,Gal K/F © G/H. 

下 面 我 们 要 考虑 一 个 特殊 的 伽 罗 华 扩 域 . 

(1.2.10) 方程 z"* = 1 的 根 称 为 n 次 单位 根 , 在 任何 域 F 内 , z" = 1 的 根 
全 体 关 于 乘法 形成 一 个 循环 群 . 如 果 g EFE 


ek =1lenik (记号 nik 表示 n BH k), 


则 称 E 为 n 次 单位 原 根 . 对 于 正 整数 n, > p(n) ARF {1,2,… ,n} 中 与 n 互 
素 的 整数 个 数 , 称 p(n) 为 欧 拉 函 数 . 熟知 y(n) AEF n 次 单位 原 根 的 个 数 . 欧 
拉 函 数 满足 如 下 性 质 : 
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(a) 如 (m,n) = 1, W p(mn) = yp(m)p(n). 
(b) 如 p 是 素数 , e > 0, 则 o(p*) = p° (p - 1). 
eG, ,后 是 域 下 里 所 有 n 次 单位 原 根 , 这 里 7 = p(n), 则 多 项 式 


®,(2) = [](@- &) 
i=l 


称 为 n 次 分 圆 多 项 式 , 它 的 次 数 是 p(n). 熟知 有 理 数 域 Q 上 的 分 圆 多 项 式 都 不 
可 约 . 

HR F WE char. F =0 3È char. =ptn. 令 为 任何 nn 次 单位 原 根 , 则 
Fn(€)/F 是 n 次 分 圆 多 项 式 的 分 裂 域 , 它 也 是 伽 罗 华 扩 域 , KAP 上 n 次 分 贺 
域 . 熟知 Gal F(6)/F 是 阿 贝尔 群 . 

(1.2.11) 记 K* 为 由 KK 的 非 零 元 组 成 的 乘法 群 . K 的 离散 赋值 是 一 个 映 
Sj v: K > ZU {oo}, 使 得 v(0) = co,z(K*) = Z, ERER v: K* 一 Z 满足 
条 件 : Vr,y E K*, 

(a) v(zy) = v(x) + v(y). 

(b) u(x + y) > min(v(z), v(y)). 
集合 R= {x € Klv(z) > 0} 是 K 的 子 环 , 称 为 v 的 赋值 环 (也 称 为 K 的 > 整 
WER, 或 简称 为 K 的 整数 环 ). R 有 唯一 的 极 大 理想 m = {r e Klv(z) > 1}, 这 
是 由 任何 满足 等 式 v(r) = 1 的 元 素 rem 所 生成 的 主 理想 ( 称 r 为 R 的 一 个 
HI); R 的 每 个 非 零 理想 有 形状 rkR(k > 0). RK 由 R 所 生成 , 称 为 R 的 分 
式 域 . KAR k= R/m 为 R (R v) 的 剩余 类 域 . 

BRK 上 的 离散 赋值 v 引起 空间 K 上 的 一 个 拓扑 结构 : Va e K, 以 Blan := 
{z € Klz -a € m"}(n € N) 为 其 开 邻 域 . ASAI nn : R/m" 一 
R/m™,n > m, 满足 等 式 dimdmn = fin, Yn > m > 1. 可 以 证 明 : 在 同 构 的 意 
义 下 存在 唯一 的 环 Ro 和 环 同 态 加 : Ro > R/m"(n € N) 满足 等 式 bmngn = 
$m, Yn > m ( 称 (Ro, {bnin € N}) 为 射影 系 ({R/m"|n € N}, {bmnln > m}) 的 射 
影 极 限 ). 可 以 证 明 : 如 果 存 在 环 同 构 R 全 Ro, W K 关于 该 拓扑 是 完备 的 . 

例如 , 对 于 素数 p > 0, 定义 函数 vp : Q > ZU{o0} MF: vp(0) = o0; WR 
0 关 neZ 和 |nlp = p°, Wicd vwp(n) = a; MRO + r,s € Z, 则 记 vp (=) = 
vp(7) — vp(s). 显然 , Va,y € Q*, HA vp(zy) = volz) + p(y). 所 以 vp FE Q 
上 的 一 个 离散 赋值 . 相应 的 赋值 环 是 R 二 EZ < Zpts},p 是 R 的 素 元 ， 


m= E € Rir,s € Z, gcd(r, s) = Lpir} 是 RR 的 极 大 理想 , k = R/m = Z/pZ 是 
相应 的 剩余 类 域 . 
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习 题 


1. WE =Q(r), RH r?+r’—2r-1 = 0. ME r’ = r2 一 2 也 是 多 项 式 r3+z? 一 2r 一 1 = 
0 的 根 . 确定 Gal E/Q. 证 明 已 /Q 是 正规 扩 域 . 
2. 设 E/F RARKOP 4S HK, K 是 中 间 域 ， 


G = {ø € Gal E/F\o(K) C K}. 
证 明 G 是 Gal E/K 在 Gal E/F 内 的 正规 化 子 , 并 描述 
G/(Gal E/K). 


3. 设 E/Q 是 z5 一 2 的 分 裂 域 . 试 计算 [E : Q), 确定 Gal E/Q 的 所 有 子 群 和 E/Q 的 
相应 中 间 域 . 
4. 证 明 和 pm(z) = 1+ za +r +. 420-04, 这 里 g = pm-1,p BRR. 
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自 本 节 起 , 我 们 要 较 系统 地 讨论 F 代数 , 特别 是 半 单 下 代数 的 结构 及 其 表 
示 的 基本 性 质 , 这 些 结果 对 于 今后 阐述 群 表 示 理 论 至 关 重要 . 

如 不 特别 申明 , 本 书 所 考虑 的 环 4 都 含 恒 等 元 14 (有 时 简 记 为 1), 并 设 定 : 
从 环 A 到 B 内 的 环 同 态 总 把 14 BRB) 1s; 14 对 于 4 模 总 是 恒 等 算 子 . 


(1.3.1) 定义 RA RMF LOE MIR, 并 满足 
(cz)y = c(zy) = 2(cy), Vee F,z,ye A, 


则 称 4 为 五 代数 . 


在 本 书 里 我 们 规定 : 任何 F 代数 作为 F 空间 都 是 有 限 维 的 . 在 不 致 引起 混 
消 的 情形 下 , 我 们 常 简称 F 代数 为 代数 . 
关于 代数 的 例子 如 下 : 


(1.3.2) 例 

(a) 域 EM nxn 矩阵 全 体 M, (F) 关于 通常 所 定义 的 矩阵 加 法 、 乘 法 与 
F 的 纯 量 作用 形成 FRB, 特别 , F= M (F) 是 FF 代数. 

(b) © V H FRR. V 的 下 线性 变换 集合 EndrV (有 时 简 记 为 End V) 
在 如 下 定义 的 合成 下 成 为 FAR: yz,y e EndV,ce F Sve V, 

(zy)(v) := z(y(v)), 

(ez)(v) := z(cu)， 

(z + y)(v) := z(v) + (2). 
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(0) 设 G 是 群 . 令 FO 为 由 所 有 形式 和 》 osz,as € F, 组 成 的 集合 , 则 
zEG 
FIG] 在 如 下 定义 的 合成 下 成 为 RK: 


Sart +S) Bor = (as + bz), 


(= asa) (£ sa) = L azPByzy, 
c (= az) = Loomer, 


这 里 az, Pz,c E F. 我 们 称 FIG) WH G 在 域 F 上 的 群 代数 . 以 后 我 们 将 证 明 : 
关于 G 在 下 上 的 表示 与 关于 FIG] 模 的 讨论 实质 上 是 一 回 事 . 这 正 是 此 处 介绍 
F 代数 及 其 模 的 性 质 的 目的 . 

(1.3.3) 定义 RAR FRK we BRAWS 1, 的 子 环 兼 已 子 空间 , 则 
Bed FRA. HBA 4 的 下 子 代数 或 子 代 数 . 


每 个 FRE 4 总 含有 子 代数 F14.4 的 中 心 
Z(A) = {z € Aļaz = za, Wace A} 


也 是 4 的 F PRE. 根据 定义 , 4 的 任何 F PRR Fla. 
(1.3.4) 定义 RAS BRAN FRE. 设 映射 :4 一 已 满足 : 
(a) olay) = p(z)ply), Yz,y € A. 
(b) o(1a) = 1a, 
(c) p 是 下 线性 映射 


则 称 y 为 FRAIA. 此 时 , 如 果 存 在 FPRKMAY: BOARD pS oy 
分 别 为 4 与 B 上 的 恒 等 映 射 , 则 称 yp 为 下 代数 同 构 . 


BR, F 代数 同 态 p : 4 一 B 为 下 代数 同 构 当 且 仅 当 yp 是 双 射 , 也 当 且 仅 
当 p 满足 : 

(d) Yz, y € A, p(z) = ply) > z = y ( 单 射 性 ), 

(e) Yz € B, 存在 z € A 使 z= p(z) ( 满 射 性 ). 

容易 看 出 : co cla 给 出 从 下 到 下 代数 4 的 子 代数 Pla 上 的 下 代数 同 构 ， 
故 可 把 下 与 Pi, 等 同 起 来 , 另外 , 如 下 代数 A4 有 下 子 代数 巨 使 得 EC (A), 
且 巨 本 身 是 域 , 则 4 也 有 一 个 自然 的 EE 代数 结构 . 
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(1.3.5) 定义 HALF RK, V 是 有 限 维 下 空间 . 设 存在 映射 


AxV >V, 


(a,v) — av 


WR: Va, bE A, u,wEV 5 cEF. 

(a) a(v + w) = av + aw. 

(b) (a+ b)v = av + bv. 

(c) (ab)v = a(bv). 

(d) (ca)v = a(cv) = c(av). 

(e) Iv =v. 
WAV 为 代数 A 上 的 模 , 或 简称 A 模 . 

由 定义 可 见 : 如 V 是 下 代数 4 上 的 模 , 则 V 也 是 把 4 当 作 环 时 的 4 模 . 
故 关于 一 般 环 上 模 的 一 些 结果 , 诸如 关于 模 的 合成 因子 的 Jordan-Hilder 定理 
等 , 也 易 被 证 明 适 用 于 F 代数 上 的 模 . 

RF F 代数 A 上 模 的 例子 如 下 : 


(1.3.6) 例 

(a) 设 V 是 有 限 维 F 空间 . 设 AC Endy, W V 有 自然 的 A 模 结构 . 

(b) 设 4 = Mn(F),n 为 正 整数 , 则 FE n 维 列 向 量 组 成 的 空间 在 矩阵 的 
左 乘 作 用 下 成 为 4 模 . 

(c) 如 4 是 任何 F 代数 , 则 4 在 其 本 身 的 左 乘 作 用 下 成 为 4 模 , 称 其 为 正 
则 4 模 , 记 作 AA. 

(d) y: AS BEF RRMA. 定义 4 对 于 B 的 作用 如 下 : 


a-b=¢(a)b,Va E€ A,b E B, 


则 B 成 为 4 模 . 特别 , 当 4 是 B 的 FF 子 代数 时 , B 在 4 的 左 乘 作用 下 成 为 
4 模 . 

在 本 节 的 剩余 部 分 , 总 设 定 4 是 F 代数 . 

(1.3.7) 定义 设 V 与 W 是 二 个 A 模 . 令 p:V 一 W 为 下 线性 映射 且 
满足 

plav) =ap(v), WeEV, ae4， 

则 称 p 为 4 模 同 访 ， 此 时 如 果 存 在 ARMA YU: WV RY p= 与 
9 p=lw, 这 里 ly 与 lw 分 别 是 V 5 W 上 的 恒 等 映射 , 则 称 p 为 4 模 同 
构 . 显然 , p 是 A 模 同 构 当 且 仅 当 yp 是 双 射 , 当 yp 是 4 模 同 构 时 , 称 V 与 Ww 
A AM, 记 作 VS Ww. 
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给 定 ABV, 每 个 元 素 ae 4 确定 了 满足 等 式 
ay(v) = av, Ww EV 

的 一 个 映射 ov : V >V. 由 定义 (1.3.5) HI: ay € End V, H a ay 是 从 4 到 
End V 内 的 FF 代数 同 态 , 记 其 像 为 hv. 

(1.3.8) 定义 设 V 是 有 限 维 下 空间 . 如 果 p:A 一 EndV AF RK 
S, 则 称 p 为 4 表示 . 为 明确 起 见 , 有 时 用 (p,V) RI 4 的 这 一 表示 , V 的 维 数 
dimpV (为 简化 记号 起 见 , FH FERAE) 被 称 为 表示 p 的 次 数 , 记 作 deg p. 

4 的 二 个 表示 (p,V) 与 (p,V') 称 为 等 价 的 , 记 作 (p,V) ~ (W, V), 如 存在 
F 线性 同 构 mn:V 一 V' 使 

p'(a) = nola), Ya € A. 

容易 看 出 : 每 个 4 模 决 定 了 唯一 的 4 表示 , RZ, 每 个 4 表示 也 决定 了 唯 
一 的 4 模 . 二 个 4 模 同 构 当 且 仅 当 它们 决定 了 等 价 的 4 表示 . 

(1.3.9) HÆ ABV SW. WAV 到 W 内 的 4 模 同 态 集合 Homa(V W) 
有 一 个 F 空间 结构 : Vee FveV 与 f,g € Homa(V,W), 

(cf)(v) := ef (v), 

(f + 9)(v) := F(v) + g(r). 
进而 , 定义 f, g € Homa(V,V) WH f-g 为 

(f -9)(v) := f(g(v)), Wwe, 

W) F ZE] Homa(V,V) 关于 以 上 定义 的 乘法 形成 FARK. 显然, Homa (V,V) 恰 
为 Av 在 Endv 内 的 中 心 化 子 , 记 其 为 EndaV. 

(1.3.10) 定义 HVAR, WAV 的 A 不 变 子 空间 , 即 

awEW, Wace AS wew, 
则 称 WAV 的 4 子 模 . 此 时 , 商 空间 V/W 有 自然 的 4 模 结 构 : 
a(v+W):=av+W, veV 与 aoe4， 

Ak V/W AV 关于 子 模 W 的 商 模 . 

易 见 : 对 于 AB V,W 与 pe Homa(V,W), p 的 核 

Kerp := {x € Vlp(z) = 0} 

与 像 Im y := {y € W| 存 在 z eV 使 y = p(z)} 
分 别 是 V 与 W 的 4 子 模 . 

对 于 ARV, PRO 与 V BEV MTR, 称 它们 为 V 的 平凡 子 模 . 


sa 万 代数 上 模 的 分 解 “15- 


(1.3.11) 例 正则 模 44 的 子 模 恰 为 4 的 左 理想 (È: 代数 4 的 左 理想 
是 指 把 4 当 作 环 时 的 左 理想 , 同样 可 定义 4 的 右 理想 与 双边 理想 ). 


习 a 
1. 设 FIG] ER G 在 域 上 的 群 代数 . 证 明 元 素 p2 z 属于 FIG] 的 中 心 . 更 一 般 地 ， 


如 多 是 G hye, 则 >> z 属于 FI[G] 的 中 心 . TREN F(G) 的 中 心 的 F 维 数 等 


于 G MSH. 
2. 考虑 群 代 数 4 = FIG). BN = 1 J or 


2€G 


4 模 AA 的 子 模 . 讨论 商 模 44/N 的 结构 . 
3. 给 定 群 G SRF, 令 F(G,F) 为 G 上 F 值 函数 的 集合 . Yf, fi, f2 € F(G,F) 与 
ae F, EX F(G,F) HER fit fa, fifa, aof MF: WEG, 
(Fa + fa)(t) := f(t) + falt), 
(hi: fa)(t) := E falo) flt), 
EG 
(ao f(t) = af(t). 
证 明 F(G,F) 关于 合成 +，. 与 。 成 为 F 代数 .定义 映射 p : FIG] 一 FG, F) 使 得 
(h)(9) = ag, Vh = 》 asg E FIG). 证 明 p 是 F 代数 同 构 . 
9EG 


ae Da =o}. 证 明 N 是 正则 


81.4 F 代数 上 模 的 分 解 


在 本 节 里 , 总 设 定 4 是 FF RK. 


(1.4.1) 定义 如 V REL AR, 它 的 仅 有 子 模 是 平凡 子 模 , 则 称 V 为 不 
可 约 4 模 . 


(1.4.2) 引 理 (Schur) 设 V 与 W 是 两 个 不 可 约 4 模 , 则 Homa(V,W) 的 
每 个 非 零 元 素 都 是 A 模 同 构 . 


证 i y Æ Homa(V,W) 的 非 零 元 素 . 则 Im y #0 5 Ker y# V. {E Ker p 
与 In y 分 别 是 V 与 W 的 子 模 由 V 与 W 的 不 可 约 性 知 : Ker p = 0 
Imy=W. 故 y A BI. 


Schur 引 理 的 一 个 直接 推论 是 : 如 Y 是 不 可 约 4 模 , 则 EndaV 是 可 除 代 
数 , 即 EndaV 的 每 个 非 零 元 素 是 可 逆 元 . 


(1.4.3) 推论 i F ARAA, V 是 不 可 约 A 模 , 则 


EndaV = Fly, 
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这 里 Flv 是 V 上 下 纯 量 线性 变换 的 集合 . 


证 BAR, Fly CEndaV. 令 pe EndaV, 则 y RARE FSR V ER 
线性 变换 . 因为 是 代数 闭 域 , p 在 F LARIE à FE y- Alv 是 EndaV 
中 非 可 逆 元 . 根据 引 理 (1.4.2), 我 们 有 p- Alv = 0, Bl y = Aly € Fly, 也 即 
EndaV C Fly. 因此 EndaV = Fly. o 

(1.4.4) 定义 RV LAM. RV 是 不 可 约 子 模 的 直 和 , MV 为 完全 
可 约 模 . 

如 果 一 个 模 是 完全 可 约 的 , 则 一 旦 知道 了 该 模 的 所 有 不 可 约 子 模 的 结构 , 整 
个 模 的 结构 也 就 清楚 了 . 因此 , 完全 可 约 性 是 模 的 一 种 很 好 性 质 . 下 面 是 关于 模 
的 完全 可 约 性 的 几 种 等 价 叙 述 . 


(1.4.5) 定理 设 V 是 4 模 . 则 下 述 条 件 等 价 : 

(a) V 是 完全 可 约 模 . 

(b) V 是 不 可 约 子 模 的 和 . 

(c) 对 于 任何 子 模 U CV, 存在 子 模 W CV RV =UOW. 

(d) 对 于 任何 不 可 约 子 模 UC V ,存在 子 模 W CV 使 V=Ue@W. 


证 (a) > (b): 显然. 
b) > ©: RV =O, REY 是 Y 的 不 可 约 子 模 . 设 U 是 V 的 

子 模 . 由 V 作为 空间 的 维 数 的 有 限 情 知 : 存在 使 等 式 UW = 0 成 立 的 极 
大 子 模 W CV. 我 们 断言 : U+W =V. 这 因为 : 否则 的 话 , 可 取 Vi é U +W. 
由 VW 的 不 可 约 性 知 : (V + W) Vi = 0. HEH UW + Vi) =0, 这 与 W 的 
极 大 性 矛盾 . 因此 v=Uew. 

(c) = (d): 显然 

(d) > (a): & U: 为 Y 的 任何 不 可 约 子 模 . 则 存在 V 的 子 模 UY 使 得 

V=0 8U]. 
于 是 Y 的 每 个 含 U 的 子 模 LAMER 
L =U; @ (LMU). 


由 V 的 维 数 的 有 限 性 知 : V 的 每 个 非 零 子 模 都 含有 不 可 约 子 模 . 故 由 上 式 推出 
V 的 每 个 非 零 子 模 都 可 分 解 成 一 个 不 可 约 子 模 与 另 一 个 子 模 的 直 和 . 据 此 , 如 果 
U1 +0, 则 存在 UL 的 不 可 约 子 模 U 与 子 模 U, 使 得 Vf = U2 ©. 于 是 


V =U, U2 @ U3. 
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再 对 忆 重复 相同 的 过 程 . 由 Y 的 维 数 的 有 限 性 知 : FE n eN 使 
V =U, 6U28---@Un, 
这 里 U1 < i<n, REV 的 不 可 约 子 模 . 因此 Y 完全 可 约 . 口 


(1.4.6) 定义 设 V 是 完全 可 约 AR, M 是 不 可 约 AM, 记 V(M) AV 
中 所 有 同 构 于 M 的 子 模 的 和 , 称 之 为 V 的 M 齐 次 分 支 , KV 的 齐 次 分 支 . 


BR, WR M 与 N 是 同 构 的 不 可 约 4 模 , 则 V(M) = Y(N). RV 没 
有 同 构 于 M 的 子 模 , 则 V(M) = 0. 

以 下 命题 给 出 了 完全 可 约 4 模 的 齐 次 分 支 的 性 质 . 这 些 性 质 在 一 定 程度 上 
刻画 了 完全 可 约 4 模 的 结构 . 

对 于 任意 A 模 V EndaV 也 是 一 个 下 代数 , 而 VV 有 自然 的 EndaV 模 结 构 . 


(1.4.7) 命题 RV = DW, 这 里 Wi ARTH AR, 了 为 有 限 指标 集 . 


AM 为 任意 不 可 约 A 宰 ， 
(a) V(M) Æ V 的 EndaV 子 模 . 
(b) V(M) = W;, 这 里 J = {i € IW; = M}. 


jEJ 
() JI 是 y HARE, 与 V 的 具体 分 解 无 关 . 


证 (a) p € EndaV, 我 们 必须 证 明 : p(V(M)) C V(M). 因为 V(M) 是 V 
的 所 有 同 构 于 M 的 子 模 的 和 , 所 以 我 们 只 须 证 明 : 如 果 W CV WEW S M, 
则 pg(W) CV(M). 由 于 p(W) = 0 的 情形 是 平凡 的 , 不 妨 设 p(W) 关 0. HW 
的 不 可 约 性 知 : 存在 A 模 同 构 p(W) > W  M. 于 是 p(W) CV(M). 

(b) 一 般 有 ow CV(M). 我 们 知道 : 任何 ve V 可 唯一 地 表 为 形状 


v= dom aH n e W 今 定义 映射 


mV >Wj,YjEI 
Dm 
i 


称 之 为 从 V 到 Wi 上 的 射影 . 它 是 一 个 A 模 同 态 . a IWON 
如 果 mj(W) #0, 则 由 Wy 的 不 可 约 性 知 : 2) (W) =W; SW. 于 是 nj(W) 5 
QwW.vj el. 另 一 方面 , BRA WC 级 Tj(W). * W 5 Wj. 这 说 明 


ied jet jet 
V(M) Cc ® Wj. 


(c) a 名 知 : dimV (M) = |JldimM. 由 此 推出 |J| 是 V 的 与 分 解 无 关 的 不 
变量 . 口 
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在 上 述 命题 中 , 以 nx(V) 记 |J. 

由 上 述 命题 的 (b) 可 见 : 完全 可 约 4 模 是 其 相 异 的 齐 次 分 支 的 直 和 . 特别 ， 
如 果 M 与 N 是 互 不 同 构 的 不 可 约 AR, 则 V(M)MV(N) = 0. 

(1.4.8) 例 正则 模 44 的 不 可 约 子 模 恰 为 4 的 非 零 极 小 左 理想 . 于 是 正则 
模 44 完全 可 约 当 且 仅 当 4 可 表 为 极 小 左 理想 的 直 和 . 以 后 要 证 明 : 完全 可 约 
的 正则 模 44 的 齐 次 分 支 恰 为 4 的 非 零 极 小 理想 . 


习 题 
1. & char. F = p > 0,p|IG|. n=} re A= FA. 则 An 是 正则 4 模 44 的 
EG 


子 模 , 但 不 是 44 的 直 和 项 . 
2. (Schur 引 理 的 逆 ) 令 M 为 完全 可 约 4 模 , 这 里 4 是 FRK. 证 明 : 
(a) 如 果 Enda(M) = Flm, 则 M 是 不 可 约 A 模 . 


(b) $ M 为 二 维 空间 . nua A={ (o ‘) 


a,b,c E r} 上 的 模 . 证 明 此 
时 M 可 约 但 非 完全 可 约 , H Enda(M) = Fly. 这 说 明 当 M 不 是 完全 可 约 时 结论 (a) 一 
般 不 成 立 . x 

3. RV 是 4 模 . 证 明 : V 完全 可 约 当 且 仅 当 V 的 所 有 极 大 子 模 的 交 平凡 ， 


$1.5 “ 半 单 代数 及 其 正则 模 的 分 解 


仍 设 4 是 FF 代数 . 我 们 希望 讨论 “所 有 的 不 可 约 4 模 ”, 更 确切 地 说 “所 
有 不 可 约 A 模 的 同 构 类 ”. 令 (A) 为 不 可 约 4 模 的 集合 使 得 每 一 个 不 可 约 A 
模 恰 与 (A) 里 的 一 个 元 素 同 构 . 称 .KN(4) 为 不 可 约 4 模 同 构 类 的 代表 系 . 由 
于 模 是 F 代数 之 外 的 一 个 概念 , 对 于 给 定 的 F 代数 A, 如 何 找 不 可 约 4 模 的 
代表 系 并 非 显然 的 事 , 为 此 我 们 要 构造 一 个 4 模 , 使 其 子 模 集合 含有 不 可 约 4 
模 的 一 个 代表 系 . 


(1.5.1) 定义 如 下 代数 A 的 正则 模 A4 RATH, 则 称 A 为 半 单 的 . 

(1.5.2) 定理 设 4 是 半 单 代数 , 则 任何 A 模 都 完全 可 约 . 

证 T A=) h, RE r POR A 的 极 小 左 理想 . 令 M 为 任何 4 模 . 令 
z 为 M HERAK N z=1lze4z= 》 hs. 由 引 理 (1.4.2) M: BA Jiz =0, 
要 么 fi 是 同 构 于 1, 的 不 可 约 模 . 今 M = Y Az = he 是 不 可 约 4 模 的 


zEM ig 


和 , 故 由 定理 (1.4.5) 知 : M 完全 可 约 . o 


81.5“ 半 单 代数 及 其 正则 模 的 分 解 228: 


(1.5.8) 引 理 RAR F RK, EARTH ARMAT 44 的 一 个 商 模 . 
特别 , 当 4 是 半 单 时 , 每 个 不 可 约 4 模 同 构 于 44 的 一 个 子 模 . 


证 RV 是 不 可 约 4 模 . 取 非 零 元 we V.， 定义 映射 p : 4 一 了 使 
g(a) = zuwyze4. 则 p Æ F 线性 的 , 且 yp(zy) = zyv = zoly), Yzy € A. 于 
是 pe Homa(aA,V). Sve Imp CV. HV 的 不 可 约 性 知 : Im yp = V. 记 
W = Ker p, WV = 4A/W. 如 果 A 是 半 单 的 , 则 由 定理 (1.4.5) 知 : Fial 
的 子 模 U 使 44=We@U. 因此 44/W ZU. 


现 固定 不 可 约 4 模 的 一 个 代表 系 MA). 由 命题 (1.4.7) (b) 知 : 对 于 完全 
可 约 ARV, 有 分 解 式 
v= @® vm. 


ME-A(4) 


设 4 是 半 单 代数 , 则 正则 A 模 有 形状 
44= @ 4400). 


MEM(A) 
下 面 我 们 要 证 明 : 每 个 44(M) 实际 上 是 4 的 双边 理想 . 为 简化 符号 起 见 , 我 们 
用 A(M) 来 记 4A(M). 
(1.5.4) 定理 (Wedderburn) it 4 是 半 单 代数 , M 是 不 可 约 AM. 则 
(a) A(M) 是 A 的 极 小 非 零 理想 , 它 也 是 带 有 恒 等 元 的 单 代数 ( 注 : RAE 
平凡 理想 的 代数 称 为 单 代数 ). 


(O) 对 于 任何 不 同 构 于 M 的 W ENM(A),A(W) 零 化 M. 特别 , A(W)A(M) 
=0. 


(c) 1 zx 是 从 A(M) 到 Ay C EndM 上 的 下 代数 同 构 . 
(d) MA) 是 有 限 集合 . 于 是 4= G AN) 是 有 限 个 F ŽRK AN) 


NEM(A) 
的 直 和 . 
证 Vz e A, 映射 ps : y yz 属于 End4(44). 故 由 命题 (1.4.7)(a) 知 
A(M)z = pz(A(M)) C A(M). 


因为 A(M) 是 4 的 左 理想 , 所 以 AM) 是 4 的 理想 . (a) 中 的 其 它 结论 待 证 明 
了 (b) 和 (c) 之 后 再 证 . 
如 W 是 不 同 构 于 M 的 不 可 约 4 模 , 则 由 命题 (1.4.7)(b) 得 


A(W)NA(M) = 
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由 于 AW) 和 A(M) 都 是 4 的 理想 , 我 们 有 
A(W)A(M) = 0. 


据 引 理 (1.5.3), A 有 子 模 Mo 满足 Mo = M 与 Mo G A(M). 故 A(W) Bb Mo. 
因为 M s Mo, 所 以 M 与 Mo 在 4 中 有 相同 的 零 化 子 . 因此 AW) 也 零 化 M. 
这 证 明了 (b). 

由 此 可 见 : AM) 实际 上 是 一 个 F 代数 , 其 恒 等 元 是 14 在 分 解 式 A = 

@ AW) 的 直 和 项 A(M) 上 的 分 量 lM. 

NEM(A) 

#8 (b), W W Z M Sere A(W), 则 zxm =0. 现 从 分 解 式 4= @ AN) 

NEM(A) 

HERI: Vy e A, 令 ze A(M) 为 y 的 直 和 分 量 , 则 ym = zm. 因为 ym ym 是 从 
A 到 Ay 上 的 F 代数 满 同 态 , 所 以 rm zw 是 从 A(M) 到 Am 上 的 F 代数 满 
同 态 . 如 果 ze A(M) 满足 zm = 0, 则 由 (b) 知 : > 零 化 每 个 不 可 约 4 模 , 因而 
z 零 化 每 个 完全 可 约 4 模 , 我 们 有 z = zl ez. 44 = 0. (c) 得 证 . 

现 要 证 明 A(M) 作为 非 零 理 想 的 极 小 性 . 令 IG 4(M) A 的 理想 . 由 于 
A(M) 是 同 构 于 M 的 子 模 和 , 4(M) 中 存在 同 构 于 M 的 子 模 Mo g I. 由 Mo 
的 不 可 约 性 知 : Mo (I = 0. 这 推出 : IMo C IN Mo = 0, BN I SHE Mo. FHI 
也 零 化 M. 故 zw =0, yz eT. 但 zm zx 是 从 A(M) 到 Am 上 的 单身 ,我们 
只 能 有 I = 0. 因此 4(M) 是 极 小 非 零 理 想 . 

最 后 , 由 引 理 (1.5.3) 知 : A(N) £0, YN EN(4). 因为 4= @ ACN) 


NEMA) 
是 有 限 维 向 量 空间 , 故 (A) 只 可 能 是 一 个 有 限 集合 . 


习 题 
1. 设 V 是 已 代数 A 上 的 完全 可 约 模 . 证 明 FF 代数 4v 是 半 单 的 . 
2. 设 V 是 下 代数 4 上 的 不 可 约 模 . 证 明 |-A(4v)| = 1. 


3. RLS 是 下 代数 4 的 二 个 极 小 左 理想 . 则 存在 左 4 模 同 构 工人 L' 当 且 仅 当 
FER a' € L' 使 得 L' = Lo’. 并 由 此 推出 : LSL SENS LL’ =L. 


81.6 半 单 代数 的 判 则 
前 面 已 弄 清 了 半 单 代数 及 其 正则 模 的 结构 , 但 给 定 一 个 F RK, 如何 判 


断 它 是 否 为 半 单 代数 ? 本 节 将 利用 Jacobson 根基 的 性 质 给 出 半 单 代数 的 一 个 
判 则 . 
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设 5 是 下 代数 4 的 子 集 . 记 S* = {s192 selsi € S},k E N. MINA 
的 理想 且 存 在 keN 使 N* = 0, 则 称 N 为 4 的 署 零 理想 . 同样 可 定义 4 BORE 
零 左 理想 和 备 零 右 理想 . 

(1.6.1) 引 理 FRA 4 OHARA I PREERF HA. 

证 不 妨 设 是 4 的 极 小 非 震 零 左 理想 . 因 C1 也 是 4 ERS 
48, 故 由 了 的 极 小 性 知 : 7? = I. 在 了 中 存在 使 开关 0 的 极 小 左 理想 L. 于 是 存 
Æ se Ll tin £0. 因 IzCL 且 Iz 为 了 中 的 左 理想 ,I(Iz) = Iz #0, KH L 
的 极 小 性 知 : Iz= L. 于 是 存在 ae 了 使 z = az. 这 推出 


z=ar=alr=.…. 


I REEF a H (a? -a)z =0. 令 

N = {ueIluz=0} C I. 
因 Iz=L#0, k N 是 了 的 真 左 理想 . h I 的 极 小 性 知 : N ERFAN, 置 
nı =a-aeN, 如 mi=0 则 oa 是 工 的 非 零 等 等 元 . 如 n A 0, 

a, =a+n;—2an E Í, 


则 aa 与 m 可 互相 交换 . 如 果 a BREIL, 则 a = a 一 ni + 2am; WERF 
元 , 这 引起 矛盾 . 故 ai FET WERFT. 显然 ， 
a? — a; = 4n? — 3n?. 

这 推出 : ng = a? -a e N 是 备 零 元 , SAF n? BY a; 交换 . 递归 地 , 我 们 能 
在 了 中 构造 非 矫 零 元 ui 02,--- E a? — ai SAF n”. A ni BEST, 故 存在 
足够 大 的 整数 i 使 n# = 0. 此 时 ui ATER AFG TC. 口 

(1.6.2) 引 理 FRA 4 的 有 限 个 团 零 左 理想 的 和 是 AHKEABA, 

证 只 要 证 明 任何 二 个 敌 零 左 理想 的 和 是 适 零 左 理想 就 行 了 . 设 Ni 与 Ns 
是 4 的 二 个 宕 零 左 理想 . 则 和 Ni + No 也 是 4 的 左 理想 . 令 NI = NZ = 0, W 
(Ni + Na)s+r 的 元 素 是 形 如 rizz …zo+r 元 素 的 有 限 和 , 这 里 r: € MUN. 显 
然 , zizz….za+r 中 要 么 至 少 有 9 个 因子 属于 Ni, BABAR r 个 因子 属于 No, 
在 前 一 种 情形 中 , 写 


ZI1Z2 + Lape = (T1 Tia) (Tat Lig) (1 


这 里 za, za，…… ,zi E Ny. 显然 , riza…'zetr € Ngy = 0. 类 似 地 可 证 在 后 一 
种 情形 中 也 有 zizaz…:zatr = 0. 因此 (Ni + Na)s+r =0. 口 
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由 下 代数 4 的 维 数 的 有 限 性 知 : 如 了 是 4 的 一 些 适 零 理想 的 和 (允许 有 
无 限 多 个 ), 则 在 这 些 知 零 理想 的 集合 中 必 存 在 一 个 有 限 子 集 使 I 是 这 个 子 集中 
的 睾 零 理想 的 和 . 因此 , 引 理 (1.6.2) 在 删 去 条 件 “ 有 限 个 ”后 仍 成 立 . 


(1.6.3) 引 理 FRA 和 的 所 有 和 固 零 左 理想 的 和 N 是 AREER. N 合 
A 的 所 有 和 固 零 右 理想 . 商 代数 AN REFERERE. 


证 BA, N 是 4 的 左 理想 . 如 果 N ERF, 则 由 引 理 (1.6.1) 知 : N ASE 
FURST e, 但 e 属于 某 有 限 个 寡 零 左 理想 的 和 . 由 引 理 (1.6.2) W: e BEF 
元 , 这 引起 矛盾 , 故 N 是 寡 零 左 理想 . 

现 考虑 理想 NA. Vi e N, 我 们 有 


(NA) = N(AN)(AN)---(AN)A c N'A, 


故 NA 是 寡 零 理想 . 特别 , NA RSA. FÆ NAC N. 因此 ,N= N4 是 
A 的 理想 . 
如 J 是 4 OSE, 则 AJ EES. 故 Jc AJ CN. 
最 后 , A/N 的 每 个 左 理想 有 形状 I/N, 这 里 了 是 A 的 含 N 的 左 理想 . 
IIN 在 AIN PRE o HER icNH ICN eI BRB OICN. 
于 是 A/N REAEREEBS, RASS SH. a 


引 理 (1.6.3) 中 的 寡 零 理想 N 称 为 F 代数 A 的 Jacobson 根基 , 或 简称 
根基 , 记 作 Rad. A. 易 见 Rad. A 是 A 中 唯一 的 极 大 宕 零 理想 . 现在 可 证 明 半 单 
代数 的 如 下 判别 准则 了 . 


(1.6.4) 定理 FRA A 是 半 单 的 & Rad. A=0. 

证 (=) 我 们 必须 证 明 : 正则 AR 44 是 4 的 非 零 极 小 左 理想 的 直 和 . 令 
Li 为 4 的 非 零 极 小 左 理想 . 由 条 件 Rad. A = 0 知 : Lı 是 非 宕 零 左 理想 . 据 引 理 
(1.6.1), Lı APREN e. A he CL, 是 4 的 非 零 左 理想 , 由 L 的 极 小 性 知 : 
Lı = Ae. & Li, = {z € Ale = 0}. 因 为 每 个 ze Li 可 被 写成 z= 2(1-e), 所 以 

Li = A(1—e), 
且 也 是 4 的 左 理想 . 我 们 有 LNL = 0. 因 每 个 z & 4 可 被 写成 
z= Zet+z(l—e), 


He A= L1 @ Li = he@ A(1 — e). 因此 由 定理 (1.4.5) 知 : 正则 4 模 44 完全 可 
约 , 亦 即 4 半 单 . 
(=) 据 定理 (1.5.4), 4 可 被 写成 


4=49…94。， 
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这 里 s> 1 4; 是 4 的 极 小 非 零 理想 . 令 my A> Ai 为 由 上 述 分 解 所 确定 的 射 
影 , 即 mi(a) = ovaz Ea e PDA- 4, 设 I 是 4 OSB. 则 ml) 是 


Aj BEERE Ic Onl. 我 们 断言 mi(D) = 0,Vi. 这 是 因为 : 不 然 的 话 , 则 


FER jl < j < s， 使 万 (D #0. 由 A; 的 极 小 性 知 : mj(7) = Aj, BP hj 是 4 

(OPES AR, 但 由 定理 (1.5.4) 知 : 4; SAAR SRST, 这 引起 矛盾 .于 是 必 有 

7= 0, 这 说 明 A 中 仅 有 的 寡 零 理想 是 零 , 即 Rad. 4 = 0. 口 
由 定理 (1.5.4) (a) 与 (1.6.4) 可 见 : 任何 F 单 代数 是 半 单 的 . 


习 题 


1. 证 明 交换 F 代数 4 的 根基 Rad. 4 A 的 所 有 宕 零 元 素 所 组 成 . 

2. 设 4 FARM WA 表示 p 满足 条 件 Kerp = 0, WH p 为 4 的 忠实 表示 . 如 A 
有 不 可 约 的 忠实 表示 , 则 称 4 为 本 原 的 . 如 A 关于 理想 的 商 代数 A/T 是 本 原 F 代数 ， 
则 称 7 为 本 原 的 . 证 明 Rad. A 可 用 以 下 任何 一 种 集合 来 刻画 : 

(a) A 的 本 原理 想 的 交 . 

(b) 4 的 极 大 左 理想 的 交 . 

(c) A 的 极 大 右 理 想 的 交 . 

3. (McCrimmon) 证 明 z € Rad. A 当 且 仅 当 va € A, 存在 we A 使 得 等 式 z+ w= 
waz = zaw 成 立 . 


4. 证 明 : 4 模 M 完全 可 约 当 且 仅 当 (Rad. A)M = 0. 
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据 定理 (1.5.4) 知 : 关于 半 单 代数 的 研究 可 归结 为 关于 单 代数 的 研究 . 本 节 
将 研究 半 单 代数 的 单 分 支 的 结构 . 为 此 , 我 们 要 先 介绍 双重 中 心 化 子 定理 , 设 4 
是 下 代数 . 

设 M 是 4 模 . 4 A = EndaM § A" = Endy M. SBM, A” 2 Am. 注 
意 如 再 定义 A" = Enda M, 则 A” = A, 称 A" 为 Ay 的 双重 中 心 化 子 . 4 
A” = Ay Bt, 称 Am 有 双重 中 心 化 子 性 质 . 

(1.7.1) 定理 (稠密 性 定理 ) 设 M 是 完全 可 约 AR, + {T1,… ,Tn} 为 M 
的 有 限 子 集 . 则 Va" cA", 总 存在 aE A 使 azi 二 a"Ti,V1 <i<n. 

由 于 AR M 作为 F 空间 是 有 限 维 的 , 如 在 以 上 定理 中 取 {z1,… ,zn} 为 
M 的 下 基 , 则 可 立刻 推出 : 

(1.7.2) 定理 (双重 中 心 化 子 定理 ) 设 M 是 完全 可 约 AM, 则 Ay AR 
重 中 心 化 子 性 质 . 特别 , 当 AREAREN, AN 有 双重 中 心 化 子 性 质 , 这 里 NN 
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是 任何 A 模 . 
为 了 证 明定 理 (1.7.1), 我 们 需要 两 条 引 理 . 


(1.7.3) 引 理 设 M 是 完全 可 约 A, N 是 Mt AFHR. 则 N&R M 
的 A" FAR. 


证 由 定理 (1.4.5) 知 : 存在 MW AFR LEE M=NOL.Fp:MGN 
为 由 该 分 解 所 决定 的 射影 , 则 pe A’ 与 N = p(M). 我 们 有 
a"(N) = avp(M) = p(a"(M)) C N, Ya" A". 
因此 N 是 M 的 A” 子 模 . 口 


(1.7.4) 引 理 RM LAR MO 是 nn 个 M 的 直 和 , =12……. 
(a) EndaM(m) 是 形 如 (ur, Un) (V1,… ,Vn) 的 映射 的 集合 , 这 里 v; = 


Daiju, akj eA. 
j 
(b) Va” € A", BRAT (u1, un) i (aur, ,avan) 是 End M™ 的 元 素 . 


证 (a) 设 1e EndaM). 考虑 ! 对 于 元 素 (0,… ,0,w,0,… ,0) e MO) 的 
作用 , 这 里 wi 是 第 i 个 支 量 ,1 <i < n. 设 i(0,… ,0au0 ,0) = (ures Une), 
则 下 列 映射 


wi (0,+++ ,0, ti, 0, +++ ,0) = (ters, +++ y Uni) H Uji 
的 合成 of : ui m uji 是 EndaM 的 元 素 . RATA: 
ton un) = (Laie Lan): 
反之 , 任何 形 如 
(wan) 一 (Sai Daw), ai, € End4M 


的 映射 属于 EndaM™, 这 证 明了 (a). 
(b) Va” € A”, 映射 


(ur, Un) + (au, atn) 


5 (une rtn) (Sata Y araa), ai, € A! 


i 


相交 换 , 因此 (b) 可 由 (a) 推出 - 口 
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定理 (1.7.1) 的 证 明 

先 设 n=1 记 z=z, 则 N= Ar 是 M WA FR. 由 引 理 (1.7.3) 知 : 
N 是 M 的 A" 子 模 , 因为 eN, 所 以 a"z eN = Ar. 于 是 存在 ae 4 使 
az 一 az. 

再 设 ”是 任意 正 整数 . 由 M 的 完全 可 约 性 可 推出 MO 的 完全 可 约 性 . 于 
是 由 引 理 (1.7.4) 推出 : Va” € A”, 映射 


(Wn) (a U1 ,a Un) 
属于 Endy M. 把 MO 看 作 当 n = 1 时 的 M. 则 由 上 面 的 讨论 推 知 : 存在 
a € At€ az = (a"z1,… ,azn), XE x = (21, ,zn). a 


给 定 二 个 F 代数 A,B. 如 果 映 射 p : 4 一 B 满足 : 

(a) p(ab) = p(b)p(a), Va,b € A, 

(b) p(1a) = 1a, 

(c) p 是 F 线性 同 构 ， 

则 称 y 为 F 代数 反 同 构 , 并 称 B (或 4) F 代数 反 同 构 于 A (或 B), iÈ B= AP 
(或 4= B), 

设 4 是 半 单 代数 . YN: € .KM(4), 齐 次 分 支 A(Ni) 作为 4 模 满足 A(Ni) = 
NEO, 这 里 ni 是 Ni 在 正则 4 模 44 中 出 现 的 重 数 . 记 D, = End4Ni, Di = 
(D4)°. 则 由 引 理 (1.4.2) 知 Dj 是 可 除 环 , 故 Di 也 是 可 除 环 . Ni 可 被 看 作 Di 上 
右 向 量 空间 , 设 其 维 数 为 n. 则 由 定理 (1.7.2) 推 得 : 存在 F 代数 同 构 : 


An, © Endy, Ni © Mp; (D;). 


上 式 右 端 是 D; 上 n x ni REAR, 这 里 n, = dimp, Nj. 然后 , 定理 (1.5.4) 
(c) 告诉 我 们 : 存在 FF 代数 同 构 An, 兰 4(Ni). 注意 ni = ni. 因此 由 定理 (1.5.4) 
推出 : 
(1.7.5) 定理 设 4 是 域 忆 上 半 单 代数 . MAE FF 代数 同 构 : 
Az @ Ma(Di), 
Nie MA) 
A(Ni) & Mn,(Di), 
这 里 ni 是 Ni 在 正则 AR 44 中 出 现 的 重 数 , Di = (End,Nj)?. 
(1.7.6) 推论 HA 是 代数 闲 域 已 上 半 单 代数 ，M ARTH AB, 则 以 下 
结论 成 立 : 
(a) Am = Endp M. 
(b) dimAm = dimA(M) = (dimM)?. 
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(c) nu(aA) = dimM. 

(d) dimA= > (dimM}. 

MEM(A) 

(e) dimZ(A) = |4 (A)|. 
这 里 nm(44) 是 M 在 正则 模 44 中 出 现 的 重 数 , Z(A) 是 A 的 中 心 ， 

证 (a) 由 推论 (1.4.3) 知 , EndaM = FlM,YVM € (A). 故 由 定理 (1.7.2) 
知 : Am = Endriu M = Endp M. 

(b) $ d=dimM. 4 Ma(F) 为 下 上 dxd 全 矩阵 代数 . 则 存在 FRA 
构 EndrM & Ma(F). 于 是 


dimAy = dim Endr M = a’. 
因此 (b) 可 从 F AREH 4(M) S Am ( 见 定理 (1.5.4) 推 得 . 
(c) 因为 4(M) 是 nm(44) 个 M 的 直 和 , 所 以 
@ = dimA(M) =nm(aA)dimM = d ny(4A)- 
由 此 得 : nav (4A) = dimM. 
(d) 这 可 由 (b) 与 定理 (1.5.4) 推 得 . 
(e) & ZM = Z(A(M)) 为 FF 代数 A(M) 的 中 心 , 我 们 有 
Z(Am) = Amf) EndaM = Amf) Flm = Fim. 
则 由 定理 (1.5.4) 知 : dimZ™ = dimZ(Am) = 1. 
故 aim( @ z") = |M(A)|. 因为 不 同 的 A(M) WEHE, RMA 


MEM(A) 
@ 2 =Z(A). 这 证 明了 (e). a 
MEM(A) 
接着 , 我 们 要 证 明 F 单 代数 的 同 构 定理 , 它 是 阿 丁 单 环 同 构 定理 的 特例 , 为 
此 , 我 们 需要 如 下 引 理 . 


(1.7.7) 引 理 设 M 是 下 可 除 代 数 DD 上 向 量 空间 , R=EndpM 是 M 上 
D 线性 变换 环 . EndM 是 M 上 F 线性 变换 代数 . 则 
(a) RR 在 EndM 内 的 中 心 化 子 是 
Z = {5' € EndM|36 € D 使 得 6'(u) = 6u, Vu € M}. 
(b) 645 DAD 3) Z 上 的 已 代数 同 构 . 


证 因 M 是 完全 可 约 D 模 , 故 (a) 可 从 定理 (1.7.1) 推出 . (b) 能 被 直接 
验证 . a 
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由 定理 (1.7.5) 与 定理 (1.5.4)(a) 知 : 任何 F 单 代数 同 构 于 某 矩阵 代数 
Ma(D), 其 中 D 是 F 可 除 代数 ， 下 面 我 们 要 证 明 : 整数 n 与 可 除 代数 D 被 
该 单 代数 所 唯一 确定 . 

(1.7.8) 定理 (F 单 代数 的 同 构 定理 ) 设 Mi AF 可 除 代数 Di 上 有 限 维 
空间 ,i = 1,2. 设 g 是 从 R = Endp,Mi 到 Ro = Endp, M2 上 的 F RAMA, 
则 存在 从 Mi 到 M2 上 的 半 线 性 同 构 s 使 


g(a)=sas*, Wae Ri. 
注 Bo 是 从 D 到 Da EA FAR. 如 映射 s: Mi 一 M 满足 
s(x +y) = s(z) + s(y) 


与 s(6z) = 0(6)s(z), Yz,y€ Mı, ED, 
则 称 s 为 o 半 线性 映射 ,或 简称 半 线 性 映射 . 此 时 , 如 存在 半 线 性 映射 +: M2 一 
Mi {8 st = lw 与 如 = 1m, 则 称 s 为 半 线 性 同 构 . 显然 , 半 线 性 映射 s 为 半 线 
性 同 构 当 且 仅 当 s 为 双 射 . 

定理 (1.7.8) 的 证 明 

Mi 可 被 自然 地 看 作 Ri 模 , 而 M2 也 可 被 看 作 Ri 模 : 


ay:= g(a)y, VaeR, ye M2. 


这 两 个 Ri 模 都 不 可 约 . 由 于 R 是 F 单 代数 , Mi 与 M 作为 Ri 模 必须 同 构 . 
因此 存在 F 线性 同 构 s: Mi 一 Mo 使 得 


s(az)=as(z), VzE Mi, ac Ry. 


因为 ay = g(a)y,Vy € Mo, 所 以 作为 M。 LAF, 我 们 有 等 式 sa = g(a)s, 因此 
得 到 


g(a) = sas}. 


设 EndM; 是 Mi 上 F 线性 变换 代数 . 设 Qi 是 Endp,Mi 在 EndM; 内 的 
中 心 化 子 . 因为 s 是 从 Mi 到 Ma 上 的 F 线性 同 构 , 所 以 映射 


g:b++sbs*, VbeEndM, 


是 从 EndM, 到 EndM2 上 的 F 代数 同 构 . 由 于 yp(Endp, Mi) = Endp, Ma, 限 
制 映射 pz 是 从 Z 到 Zo 上 的 F 代数 同 构 . 据 引 理 (1.7.7) 知 : 映射 


Wi di V6 € Di. 
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是 从 Di 到 Z: 上 的 代数 同 构 , 这 里 d, 为 Mi 的 线性 变换 , 使 
(ui) = dius, Vu; € Mi. 


于 是 我 们 得 到 F 代数 同 构 o= by pp : Di 一 Da. 因此 s8487! = (oô), B 
Yz € Mi, 我 们 有 


s(617) = 86,2 = 8,87} (sz) = (a81) (sz) = (061)(s2). 
这 说 明 s 是 从 Mi 到 M2 上 的 o 半 线 性 同 构 . 口 


在 定理 (1.7.8) 中 , 设 ni = dimp, Mi, Di = DẸP, 则 Ri S My, (Dj). 于 是 定理 
(2.7.8) 告诉 我 们 : 如 Mn, (Dt) = Mna (D3), 则 Dy S Dy 与 m = no. 因此 我 们 有 
如 下 结论 : 


(1.7.9) 推论 设 Di 与 Da 是 两 个 F 可 除 代数 ， 设 存在 F 代数 同 构 : 
Mp, (D1) 罕 Mna(Da), 则 ni = m, 且 存 在 F RAFAH Dy & Do. 


习 题 


1. 证 明 : 任何 F 单 代数 的 中 心 是 域 . 

2. 证 明 : 如 A= A 0- 0A, RBA, 是 4 的 单 分 支 ， 则 A 的 中 心 C 等 于 
Ca 田 …@C。 这 里 Ci = CNAs. 证 明 C 是 A 的 中 心 且 Ay = AC. 

3. 设 A 是 下 代数 . 记号 AM 表示 M 是 一 个 左 AB. 现 设 M = aM 完全 可 约 ， 
A! = EndAM, A” = Enda M. 

(a) 证 明 任何 从 AM 的 子 模 AN 到 AM 内 的 同 态 能 被 扩充 为 AM 的 自 同 态 , 此 时 如 
果 AN 是 不 可 约 的 , 则 任何 从 AN 到 AM 内 的 非 零 同 态 能 被 扩充 为 AM 的 自 同 构 . 

(b) 证 明 如 > 关 0 AM 的 不 可 约 子 模 AN 的 元 束 , 则 4'z 是 4M 的 一 个 不 可 约 
FR. 

提示 Sy =a'r £0,0' € A’. SBM AN = Az 到 AM 内 的 映射 ui a'u. 

4. AS FARK. i vO + a c A, AE A 的 不 可 约 表示 p 使 得 p(a) #0, 则 称 4 为 
半 本 原 的 . 证 明 关于 A 的 如 下 三 个 条 件 等 价 : 

(a) A 是 半 本 原 的 . 

(b) A 有 完全 可 约 的 忠实 表示 . 

(c) A 是 本 原 F 代数 的 直 积 (È: 关于 本 原 F 代数 的 定义 , 见 81.6 习题 2). 

5. 证 明 :(a) F 代数 4 是 本 原 的 当 且 仅 当 4 含有 极 大 左 理想 I 使 得 7 不 含 4 的 任何 
非 零 理想 . 并 由 此 推出 任何 下 单 代数 是 本 原 的 . 

(b) F 代数 4 是 半 本 原 的 当 且 仅 当 A 承 0 且 门 (I : A) = 0, 这 里 (I: A) = {a € 
4la4 C I}, I Balt A 的 所 有 极 大 左 理想 . 


提示 “在 (b) 的 证 明 中 可 利用 如 下 事实 : RIB 4 的 左 理想 , 则 (I:A) 是 4 的 含 于 
工 中 的 唯一 极 大 理想 . 
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6. 证 明 : 如 F 代数 A 是 本 原 的 , 则 矩阵 环 Mn(4) 也 是 本 原 的 . 

7. 证 明 : F 代数 A 是 半 本 原 的 当 且 仅 当 Rad.4 = 0. 

E ”由 此 可 见 : 关于 F 代数 的 条 件 “ 半 本 原 ” 与 “ 半 单 ”是 等 价 的 . 

8. 设 RR 是 带 1 的 环 . 则 可 以 像 (1.3.5) 那样 对 于 一 个 加 法 群 V 定义 忆 模 结构 . 

(a) 证 明 以 下 条 件 等 价 : 

(i) 瑟 满 足 左 理 想 的 降 链 条 件 : 设 pi > pz 人 … 2 pn 人 … 是 环 R 中 左 理 想 的 一 个 降 
链 , 则 一 定 存在 某 个 正 整数 N, 使 得 等 式 pn = pni 对 于 每 个 n> N 都 成 立 . 

(ii) R 作为 左 RR 模 有 有 限 长 的 子 模 链 Mo = RD Mi D Ma 2 … D M, = {0} 使 得 
Mi-1/Mi(1 < i < r) 同 构 于 某 单 RE. 

(ii) 每 个 有 限 生成 左 RBAN (ii) 中 那 种 有 限 长 的 子 模 链 . 

称 满足 上 述 等 价 条 件 的 环 为 Artin 环 . 

(b) 证 明 : 如 果 RR 是 Artin 环 , 则 其 根基 Rad. R WPM, 其 商 环 5 = R/Rad.R 
是 半 单 代数 , 可 分 解 成 有 限 个 单 代数 的 乘积 : S = Ts. 其 中 每 个 5; 同 构 于 一 个 除 环 Di 


上 的 矩阵 代数 Mn, (Di), S: 有 唯一 的 单 模 E CE ns 维 D 空间 每 个 半 单 RR 模 都 被 
Rad. BEG, 因此 都 可 被 看 作为 8 模 . 每 个 单 R 模 都 同 构 于 某 个 E 

(O) 证 明 : $F 上 有 限 维 代数 是 Artin 环 . 特别 , 有 限 群 G 的 群 代数 FIG] 是 Artin 环 . 

9. HR BH 1 的 环 . 

(a) 证 明 以 下 条 件 等 价 : 

0) R 满足 左 理想 的 升 链条 件 : 设 pi Cpa C C pn C .… 是 环 R 中 左 理想 的 一 个 升 
链 , 则 一 定 存在 某 个 正 整数 N, 使 得 等 式 ps = pn+1 对 于 每 个 n> N 都 成 立 . 

(i) R 中 每 个 非 空 理想 集合 里 必 含 极 大 元 . 

(iit) R 的 每 个 理想 都 是 有 限 生成 的 . 

称 满足 上 述 等 价 条 件 的 环 为 Neother 环 . 

(b) 证 明 :Artin 环 必 为 Neother 环 . 

(c) Neother 环 是 否 总 为 Artin 环 ? 
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BAR FRM RIIE (1.3.5) 中 所 定义 的 4 模 实质 上 是 左 4 模 . 我 们 可 
仿照 (1.3.5) 来 定义 右 A 模 , 这 只 要 把 原来 A 对 模 的 左 作 用 改 为 右 作用 , 并 对 作 
用 的 合成 作 相应 的 改变 就 行 了 . 

设 4、B 是 二 个 下 代 数 . 记号 4M (或 My) 表明 M 被 当 作 左 (或 右 )4 模 ， 
ANs 表明 N Æ (A, B) SUS, 即 N 既是 左 4 模 又 是 右 BR, 且 满 足 关系 


a(zb) = (az)b, Vae A, beB, zeN. 


给 定 模 4M 与 4N, 记 Homa(M, N) 为 由 所 有 从 M 到 N 内 的 左 4 模 
同 态 组 成 的 集合 , M Homa(M, N) 关于 如 下 定义 的 合成 形成 F 空间 : Yf,g € 
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Homa(M, M) 5 ae F, 


(f+ 9)(7) := f(z) + glz), 
(af)(z) :=af(z), Yr €M. 


给 定 模 Ma 与 NA, 我 们 也 能 定义 由 所 有 从 M 到 N 内 的 右 A 模 同 态 组 成 
的 F 空间 , 在 不 致 引起 混淆 的 前 提 下 , 我 们 仍 用 Homa(M, N) 来 记 这 个 空间 . 

给 定 模 AM 5 AN, 令 f e Homa(M, N). 则 对 于 每 个 左 4 模 x, S 导出 如 
下 的 到 线性 映射: 


f° :Homa(N, X) > Hom4(M, X), (1) 
amaf. 

f. :Homa(X, M) — Hom4(X, N), (2) 
ar fa. 


& L= AL, I] Yf € Homa(M, N) 与 ge Homa(N, L), RATA: (gf)* = ftg" 与 
(gf), = Gufe- 

给 定 模 4L 与 4MB, 我 们 要 在 Homa(Z, M) 上 定义 右 B 模 结 构 . Vb € B, 
存在 多 € Homa(M, M) 使 


v(m) =mb, vmeM. 


EBM, (bc)! = ob,Vb,c € B. 
由 (2) 式 知 存在 FF 线性 映射 


(6), : Homa(L, M) > Homa(L, M). 
am ba. 
于 是 Hom, (L, M) 在 B 的 如 下 定义 的 作用 下 成 为 右 B 模 : 
a-b:=(b').a, Vb € BSa € Homa(L, M). 


同样 , 我 们 可 在 Hom,(M, L) 上 定义 左 B 模 结构 . 由 (1) RA: Vb e B, 存 
在 F 线性 映射 


(b')* : Homa (M, L) + Homa(M, L). 
Bo Be. 
于 是 Hom,(M, L) 在 B 的 如 下 定义 的 作用 下 成 为 左 B 模 : 
b- B := (b')*8, Vbe BF 8 € Homa(M,L). 
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易 知 FRB 4 通过 对 自身 的 乘法 作用 而 具有 (A, A) 双 模 结构 . 故 对 于 模 
AM, 我 们 有 左 4 模 Homa(4, M). BIERS} f> f(1) 是 从 Homa(A, M) 到 M 
上 的 左 4 模 同 构 . 

最 后 , 给 定 模 4L，4M 5 aM’, 我 们 有 如 下 的 左 A 模 同 构 : 

Homa(M © M’, L) + Homa(M, L) @ Homa(M’, L) 
fo fut fur, 
这 里 fm (或 fm) 是 f 在 直 和 项 M (或 M') 上 的 限制 , 我 们 也 有 右 A 模 同 构 : 
Hom4(L, M @ M’) —> Homa(L, M) ® Homa(L, M’) 
f> pmf +pm'f, 
这 里 映射 pw (È pm) 为 从 M @ M' 到 M (或 M') 上 的 射影 . 


习 题 


1. 设 4 是 下 代数 , M BE 4 模 、 证 明 存 在 左 4 模 同 构 : 
Homa(A, M) = M. 
2. 给 定 一 个 4 模 与 4 模 同 态 的 序列 


Mı 一 全 M: 一 三 My — +» 282 Mn ( 称 之 为 4 序列 )， 
称 该 序列 在 M: 处 正 合 , 如 Ker fi = Imfi-1. 称 该 序列 正 合 , 如 它 在 每 个 Mi(2 < i < n 一 1) 
处 正 合 , 证 明 4 序列 

o—Lt+mM—*+4nN—0 (3) 

是 正 合 的 当 且 仅 当 f 是 单 射 , g 是 满 射 且 Imf = Ker g. 当 上 述 等 价 条 件 成 立时 , 称 序列 (3) 
为 短 正 合 列 . 此 时 如 f(Z) 是 M 的 直 和 项 , 则 称 序列 (3) 为 分 裂 的 . 证 明 关于 短 正 合 列 (3) 
的 以 下 三 个 条 件 等 价 : 

(a) 序列 (3) 是 分 型 的 . 

(b) 存在 he Homa(M, L) 使 得 hf 是 工 的 自 同 构 . 

(c) 存在 hr € Homa(N, M) 1848 gh’ 是 N 的 自 同 构 . 

3. 称 4 模 同 态 图 


L 44k 


“| |* 


Mı —2—+ Ma 


交换 , 如 果 fafi = gag. 同样 , 称 下 图 交换 , WR gf =h. 试用 交换 图 的 语言 叙述 本 节 (1) 
式 与 (2) 式 中 关于 FRB FS fe 的 定义 . 
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iM 
h | 
N 


4. WEA: (a) RX BAB, O — L — M — N 是 4 正 合 序列 . 则 加 法 群 序 
Bil: O — Homa(X, L) 2 Homa(X, M) -二 Homa(X, N) 也 是 正 合 的 . 

(b) RY BAB, LL M — N — OBA 正 合 序列 则 加 法 群 序列 ; 
O — Homa(N,¥) —>— Hom4(M, Y) —— Homa(L, Y) 也 是 正 合 的 . 

5. 设 以 下 是 4 模 同 态 的 交换 图 : 


L 


L — M — N—O 


gen ee 


o— uty M N 
其 中 上 下 两 行 都 正 合 . 证 明 蛇 形 引 理 : 存在 A 正 合 序列 : 
Ker a —+ Ker 8 — Ker y 一 Coker a — Coker 8 — Coker y, 


这 里 前 二 个 箭头 分 别 是 f,g 的 限制 映射 , 后 二 个 箭头 是 由 f',g' 分 别 导出 的 映射 , 而 5 满足 
6(c) =a’ + Im a 其 中 f'(a’) = b' = p(o) A g(b) = c. 

6. 称 左 A 模 P 是 射影 模 , 如 果 对 于 每 个 左 A 模 满 同 态 了 : 已 E 和 左 4 RAS 
go : PE, 存在 左 4 模 同 态 9: P — EEE g = f -g RA ARP RAB, 如 果 存 
在 某 n > 0 使 得 PS A”. 

证 明 : 关于 左 4 MP 的 以 下 条 件 等 价 : 

(a) P 是 射影 左 A 模 . 

(b) P 是 某 自 由 左 A 模 的 直 和 项 . 

(c) 每 个 左 A 模 的 短 正 合 列 O — N — M —— P — 0 AA. 

”7 了 7. 下 代数 A 的 一 个 左 理想 p 作为 左 A 模 是 A 的 一 个 直 和 项 当 且 仅 当 4 中 存在 满足 

条 件 ez = e Fil p = Ae 的 元 素 e. 

8. ZAM] BAR, 如 果 对 于 每 个 左 A 模 单 同 态 j: M 一 N AZ A 模 同 态 : 
n:M 一 了 存在 左 ARAS p: N 一 了 使 得 $j=. 

证 明 : 关于 左 4 模 工 的 以 下 条 件 等 价 : 

(a) 了 BARA 4 模 . 

(b) 工 是 任何 含 7 为 其 子 模 的 左 A 模 的 直 和 项 . 

(c) 每 个 左 4 模 的 短 正 合 列 O — I < M2 N— 0 AA. 

9. 左 AR M 的 射影 包 是 指 满足 以 下 条 件 的 射影 左 4 Pu: 

(a) Pu 有 同 构 于 M BORER. 

(b) 如 果 射 影 左 4 模 已 有 同 构 于 M 的 商 模 , 则 Pu 同 构 于 P 的 直 和 项 . 
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称 左 A 模 同 态 n: M> N 为 本 质 满 的 , 如 果 7 是 满 的 , 且 对 于 M 的 征 何 真子 模 M', 有 
nM') S N, 设 P 是 射影 左 AB. 证 明 : PRA A 模 M 的 射影 包 当 且 仅 当 存 在 从 已 到 
M 上 的 本 质 满 同 态 . 

10. Æ A 模 M 的 内 射 包 是 指 满足 以 下 条 件 的 内 射 左 A 模 Im: 

(a) Im 含 同 构 于 M 的 子 模 . 

(b) 如 果 内 射 左 A BEL! 含 同 构 于 M 的 子 模 , 则 Ta 同 构 于 7 的 直 和 项 . 

称 左 ARMA: M 一 N 为 本 质 单 的 , 如 果 n BAH, 且 对 于 任何 左 A 模 同 态 
T:N —> L, H r 是 单 射 可 推出 7 也 是 单 射 . 

设 工 是 内 射 左 4 模 . 证 明 : 7 是 左 A 模 M 的 内 射 包 当 且 仅 当 存在 从 M 到 了 上 的 本 
质 单 同 态 . 
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BASE FARK. BERL, 与 4M, 令 多 为 笛 卡 儿 积 LxM 中 以 所 有 有 
序 对 {(L,m)lie L,m e M} 为 基 的 F 空间. 令 HAF 的 子 空间 , 它 由 所 有 下 
列 形状 的 元 素 生 成 : 

(l+U,m) — (l,m) ~ (V,m), 

(l,m +m’) — (l,m) — (l, m’), 

(l am) — (la, m), 
RELV cLmm eM Hac A 定义 L@ AM := F/Fo. 这 是 一 个 下 空间 ， 
称 之 为 模 L4 与 AM 在 A 上 的 张 量 积 空间 . 其 元 素 都 可 表 为 有 限 和 》 (Lem), 
这 里 1eDmieMue@mieL@ AM 为 (lmi)e 史 在 自然 映射 下 的 像 . 注意 
LO 4M 的 元 素 的 这 种 表达 形式 不 唯一 . 

今后 我 们 要 经 常 讨论 F REBUN f': L@ 4M 一 P, 2E PE FF 空间 . 显 
然 , 一 旦 像 {f'(1@ m)|l € L,m € M} 被 确定 后 , 映射 f 就 完全 确定 了 . 但 问题 
是 要 验证 这 样 构 造 出 来 的 映射 是 否 有 意义 , 即 要 验证 该 映射 是 否 与 8 aM 里 
元 素 的 表达 形式 有 关 , 为 此 , 我 们 必须 以 某 种 普遍 性 质 去 刻画 LS aM. 

给 定 模 La, aM 与 下 空间 已 BE F RERI f: LxM > P,P fA 
平衡 映射 , 如 下 列 等 式 成 立 : 


FU+U,m) = fm) + fm), 
fm+m) = f(l,m) + f(,m’), 
fll,am) = f(la,m), 


RELV ELmm eM 与 ae4. 我 们 有 以 下 结果 . 
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(1.9.1) 命题 对 于 模 La, AM 与 任何 F 空间 P, 每 个 A 平衡 映射 有; 
LxM > P 确定 唯一 的 下 线性 映射 f’: LO aM — P, CMR: f'(lL@m) = 
film), VLE L,mE M. LO AM 在 同 构 的 意义 上 被 以 上 性 质 所 完全 确定 . 


由 该 命题 可 推出 : 

(1.9.2) 定理 设 f:M 一 M' 与 9g:N 一 N' 是 A 模 同 态 ,这 里 M 与 M' 
是 右 4 模 , N 与 N REAR. 则 存在 唯一 的 下 线性 映射 j@g:M@ AN 一 
M'@ AN’ 使 得 

(f @9)(m@n) = f(m) 8 g(n). 


te f': M'— M" AE ARPA, g: N’ SN” 是 左 ARPA, N (f'@g')(f @ 
9) = f'f O99. 

证 由 于 (m,n) 一 f(m)@g(n) 是 从 MxN P| M'e AN’ 内 的 4 平衡 映 
射 , 由 命题 (1.9.1) 知 存在 唯一 的 F 线性 映射 f@g: M@ AN 一 M'@ AN' 使 
得 (f @g)(m@n) = f(m) 8g(n). 定理 的 后 半 部 分 可 直接 推出 . o 


设 Mi 是 右 4 模 M 的 子 模 ，N 是 左 4 模 ， 则 我 们 得 到 二 个 F 空间 
M® AN 与 Mi @ aN. 一 般 来 讲 ，Mi @ aN 不 能 被 看 作为 MO AN WFR. 
这 可 从 以 下 例子 中 看 出 : 置 M = Q, Mi = Z,N = Z/2Z. 它们 都 是 Z 模 . 但 
M 8z N = 0, Mi 8z N= N ( 见 定理 (1.9.4)), 由 此 可 见 下 面 的 定理 是 有 意义 的 . 

(1.9.3) 定理 ike AMM 是 其 子 模 Mi 与 M2 的 直 和 , N 是 左 AX. 则 
MQ AN S Mı8 AN@ M28 AN. 

证 Bri: M> Mi 是 由 分 解 式 M = Mi © M2 所 决定 的 射影 , i = 1,2. 
置 0; = "i @ 1 则 由 定理 (1.9.2) 知 : 1 = 0; + 62,0? = 0i, 002 = 020; = 0. 令 
T=0(M @ AN). 我 人 有 M® AN = Ti@ T2. RF REUE T; % M; AN. A 
芒 设 i= 1. 我 们 只 要 证 Ti 满足 命题 (1.9.1) 所 指出 的 普遍 性 质 . 

定义 映射 t: Mx N 一 Me@A4N 使 得 (mn) 一 me@m 因 MixNcMxN， 
可 令 p=tlmxn 使 


pmon)=tmyn), Ym eM, neN. 


由 等 式 Mi = mM 与 T 的 定义 知 Mi x N 在 yp 作用 下 的 像 生成 Ti. 
SS P HEN F ZN, 令 g: Mi xN PH ATERI, 则 下 图 给 出 从 
Mx N 到 P 内 的 4 平衡 映射 : 


` 
MxN Zar MxN—+P 


故 存在 F 线性 映射 g* : M @ AN 一 P 使 图 交换 . 令 gi = g'n W g 是 
KT 到 PP 内 的 FF 线性 映射 为 完成 证 明 . 只 需 证 等 式 gp = 9 在 Mi xN 
上 成 立 . 但 Ym, € Mi,n E N, RATA gip(mi,n) = git(mi,n) = g*t(m,n) = 
g(m x 1)(m,n) = g(mm1,n) = g(mi,n). o 


以 上 定理 可 推广 到 M 或 N 是 其 有 限 个 子 模 的 直 和 的 情形 . 

接着 要 证 : 如 A,B 是 二 个 F 代数 , M 是 (B, 4) 双 模 , N 是 左 4 模 , 则 
M @ AN 有 左 B 模 结构 . 令 s e B. 则 映射 (m,n) 一 smn 是 从 M x N 到 
M aN 内 的 4 平衡 映射 . 据 命题 (1.9.1) 知 , 存在 MO AN 的 F ARE ya, 使 得 
s(m@n) = sm@n. > Vs E B, 定义: s(D mini) = YD m 8ni) = E sm: Qni. 
则 M@ aN 成 为 一 个 左 BE. 


注 (a) 以 上 定义 M @ AN LE B 模 结 构 的 过 程 看 起 来 似 不 够 直截了当 . 
似乎 可 直接 定义 : (X m 8n) = Z sm 8 n. {AA M @ aN 中 元 素 的 表达 式 不 
唯一 , 故 必须 证 明 后 一 种 定义 是 有 意义 的 , 这 一 点 做 起 来 比较 困难 , 而 上 面 利 用 
从 MxNN 到 M@ AN 内 的 4 平衡 映射 来 定义 M@ aN 的 左 B 模 结构 的 方法 
避免 了 这 一 困难 . 

(b) 如 在 定理 (1.9.3) 中 的 M, Mi 与 Ma 都 是 (B, A) DUR, 则 可 证 M@ AN 
与 Mi@ 4N @ M2 @ 4N 是 同 构 的 左 BE. 

把 ARB 4 看 作 (A, A) 双 模 . 则 对 于 任何 左 4 模 N,4@ AN EE 4 模 . 

(1.9.4) 定理 4@ 4N 与 N 是 同 构 的 左 AR. 

证 (r,n) rn BM AxN BN 内 的 4 平衡 映射 故 由 命题 (1.9.1) 知 ， 
存在 F RERS p: 4@ AN 一 NN 使 得 g(r @n) = rn. 另 一 方面 可 定义 下 线 
性 映射 %:N 一 4@ AN 为 y(n) = 1@n, vn EN. 显然 py BN 上 恒 等 映 射 ， 
且 Yp(r@n)=Y(rmm) =1Orn=re@n. 故 ve HAS AN 上 便 等 映射 . 因而 p 
是 F 线性 同 构 . 易 证 y 也 是 左 4 模 同 构 . 口 

定理 (1.9.4) 与 下 面 的 定理 在 模 的 张 量 积 理论 上 都 是 最 基本 的 . 

(1.9.5) 定理 RA BRP RM MFM La, AMB 与 BN, 存在 F 线性 
同 构 : 

(L® aAM)® BNL 4(M® BN). 
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证 由 命题 (1.9.1) 导出 F 线性 映射 
A:(L@m)@n+1l@(m@n), 
1:1@(m@n)+ (l@m)@n, 
使 得 Ap = LAA = 1. 证 明 的 细节 留 给 读者 作为 练习 . 口 
本 节 的 余下 部 分 将 讨论 以 后 要 直到 的 关于 张 量 积 的 一 些 特殊 情形 . 
(2) 向 量 空间 的 张 量 积 


设 M 与 N 是 下 空间 . NW Morn 是 下 空间 由 定理 (1.9.3) 与 (1.9.4) 
知 , 存在 F 线性 同 构 


M 8r N 2 F” Qp N 2 (F 8p N)” SNM, 
这 里 XO 表示 > 个 X 的 直 和 , r= dime M. 这 推出 
dimr(M ®r N) = (dimp M)(dimp N). 


现 设 (m1,… ,mr) 与 (m,… ,ns) 分 别 是 M 5 N W F Æ. 易 证 D = 
(mı @ nr, Mı na , Mı Dna, M ON ,M2@Ngy-*+ ,Mr BN, ,Mr @Ns) 
TE F LÆR M 8r N. K DERM Mor NN 的 一 组 F 基 . 

设 T: Mı ~ M; 5 U : Mı > M; 是 下 线性 映射 ,这 里 Mi Mii = 12, 都 
是 F ZE, 则 映射 T@U 是 从 Mi 8r M: 到 Mi @r Ms 内 的 下 线性 映射 . 特 
BI, T € EndeM 45 U € EndpN. W] T U € Endr(M 8r N). & 


n 
Tm; = Yams, 
j=1 


Un; = DY Bsn; 
j= 


WY T = (aij) 5 U = (Bij) DHE T 5 U 关于 基 (mi,… ,mr) 5 (n1, ,ns) 
的 矩阵 . Vi, j, 我 们 有 


(T @U)(m; 8 nj) = Tm; Q Un; = $ oam ® 》 Diknk 
l=1 k=1 
= LY oubr(m 8n). 


1=1 k=1 


一 
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由 此 可 见 TOU RFE D 的 矩阵 为 
QuU anU --- aU 
anU a2U + aU ， a 
onU onU … arU 


称 该 矩阵 为 矩阵 T 与 U 的 张 量 积 , 记 作 TOU. 
(1.9.6) 定理 设 M 与 N 是 下 空间 . 则 存在 下 线性 同 构 : 


EndF(M ®F N) = EndrM ®F EndpN. 


证 设 (m, ,mr) 与 (m1,… ,ns) 分 别 是 M 5 N WY F Æ. 分 别 定 义 
E;j € BndrM 与 Fj € Endr N 为 


mk = jkMi, 
Fijne = jki. 


则 由 于 {mi 8 n;i <i < r1 <j <s}# Mor N 的 下 基 , 这 推出 8 = 
{Ey @Full < ij < r,1 < k,l < 5} 是 下 线性 无 关 映 射 的 集合 ,因为 [6| = 17s? = 
dimp (Endr (M 8r N)), 所 以 8 Æ Endr (M 8r N) ki F 3. F5E Endr (M8r N) 
的 元 素 都 有 形状 JOT, @ Ui, 其 中 T, € EndrM $ U; € Endr N. 最 后 通过 比较 


定理 中 式 子 两 边 的 F 维 数 即 得 所 要 证 明 的 结果 . D 
EF n BP 空间 M, 我 们 有 F 线性 同 构 Mn(P) X Endr M. 故 上 述 定理 

告诉 我 们 : 存在 F 线性 同 构 
M,(F) 8r M,(F) s Mes(F). @) 


(1) 向 量 空间 的 基 域 扩充 


设 V 是 以 (v1,… ,vr) 为 基 的 FSI, LL FAT RM, W LOrV S Lepr Fk”) 
S (Ler F)” S LO, I LOr V Br €L Sil. B 18v, ,1@wvr 形成 
LOr V 的 一 组 工 基 . 写 VI = LOr V, ARH vo 1@v 给 出 从 V 到 VI 内 
的 FF 线性 单 射 , 故 V 可 被 看 作 V5 的 F 子 空间 , 而 VI 被 看 作 V 通过 基 域 扩 
充 所 得 到 的 向 量 空间 . 

现 设 A 是 F ARR, 则 易 证 AY 在 如 下 定义 的 乘法 下 成 为 L 代数 : VAi, pj € 


L,ai,b; € A, 
(E za) (Xrti) = 并 Nai 
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(我 们 省 略 符号 @ 是 由 于 我 们 把 AWRA AY). 如 M 是 4 模 , 则 M EE FZ 
间 . Mr 在 如 下 定义 的 作用 下 成 为 4z 模 : 


(= sai) (Eum) = Ð Am; (aims), Wri, pj € Lya; € A,mj € M. 


D) F 代数 的 张 量 积 
设 4 与 已 是 分 别 以 1 与 1 为 恒 等 元 的 FAK, I Aor 5B 首先 可 被 看 作 
已 空间 . 我 们 要 证 明 如 下 定义 的 乘法 是 有 意义 的 : 
(aoa) (Etot) = Yoav; 8 ab, (3) 
这 里 oi,b; € A, a,b) € B, E AGr B 在 该 乘法 下 成 为 下 代数 . 这 只 要 证 明 : 如 
Yaga = DLA 则 


i=] i=l 


(S00) (045 @4) = (Seat) (Erev). 
i=1 i=l 
为 此 , 只 要 证 明 : 如 a; @ af = 0, W 
(Eaa) (eH) =0. 

令 (et ,er) 与 (ehe ,es) 分 别 为 4 与 B 的 F 基 . 则 

ai=) orek, a= aueh aim, a EF, 

Yai 8a; = J airaher 8 ej =0. 

ikl 

由 于 {ek@ell<k<nl<i<sj 是 4@r 呈 的 一 组 己基 ,我 人 有 》 analy = 
0,Vk,l. 于 是 


Dj aid; a;b} = > anaiyend; @ el 好 
ij ijkl 

= > (Sowa) exb; ® ejb; = 0. 

kij NG 

这 证 明了 我 们 的 断言 . 既然 (3) 式 中 定义 的 乘法 有 意义 , 4 @r B RRA FR 
数 . FRAG! 与 18B E Aor B 的 分 别 同 构 于 4 与 BB 的 FF 子 代数 ,A@1 
的 元 素 与 18 B 的 元 素 关于 乘法 互相 交换 , 它们 的 积 在 F 上 生成 了 A@r B, 且 
dimr(4@r B) = (dimrA)(dimpB). 下 面 我 们 将 证 明 : F 代数 4@ B 在 同 构 的 
意义 下 被 这 些 性 质 唯一 决定 . 


81.9 F 代数 上 模 的 张 最 积 “39 - 


(1.9.7) 定理 设 已 代数 万 中 存在 分 别 同 构 于 A,B 的 子 代数 Di, Da, 且 
满足 : 

(a) Ydi € Di =1,2, 等 式 didz = hdi RÈ. 

(b) D = D: Dz, E dimD = dimA - dimB. 

则 存在 下 代数 同 构 : DY AB. 

证 AX (a,b) ab 是 从 Ax B 到 DD 内 的 下 平衡 映射 ,这 里 我 们 将 A, B 
分 别 等 同 于 D 的 子 代数 Di, Ds, 故 存在 下 RERI y: A@B 一 D 使 得 
p(a®b) = ab,Ya € A,b E B. 由 (a) TA p 是 下 代数 同 态 . 又 由 (b) ch So 
SUN. 故 是 下 代数 同 构 . 

对 于 FF 代数 A,B, 我 们 也 能 定义 张 量 积 Be A 的 F 代数 结构 , 且 显 然 
b@ara@b, Vac A,b € B, 是 从 B@ 有 4 到 A4@B 上 的 下 代数 同 构 ,故我 们 能 
把 下 代数 B@4 与 4@ 等 同 起 来 , 称 之 为 下 代数 4 与 B 的 张 量 积 . 

定理 (1.9.7) 有 以 下 推论 . 

(1.9.8) 推论 it BÆ FRK. 则 M,(B) ~ M,(F) @r B. 


证 4 D= M,(B), Dı = Mn(F) 5 Da = B1 = {b1|b € B}, 这 里 


则 结论 可 从 定理 (1.9.7) 推 得 . o 


Ri A = BEAR FRA A 5 BAKER. 
令 M 与 NN 为 二 个 左 4 模 置 M =BEMSN'=BON. WM (或 
N) 有 左 A 模 结构 


(@a @m) :=bs' Qam, Vb,b' E B,ae A,me M (Rime N), 
且 存 在 FF 线性 同 态 a: 
B®Homa(M,N) > Homa'(M’',N’) (4) 
b@f obr®f, 


这 里 映射 b: B 一 B 定义 为 bb = Wb, W eB. FE, W e B,m eM, 有 
(br ® f)(b' @ m) = (b-b') ® f(m) = (Yb) ® f(m) € N’. 
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定义 BM M' 的 右 作 用 为 
Vom)b:=bb®m, Vb,b' € B,m €M, 


则 M' 成 为 (4', B) 双 模 . 因此 (4) 式 两 边 都 有 左 B 模 结构 , 另外 , 由 于 N' 有 
(4 B) 双 模 结构 ，(4) 式 两 边 也 都 有 右 B 模 结构 , 易 证 (4) 式 中 的 映射 a 是 
(B, B) 双 模 同 态 . 

最 后 , 我 们 再 给 出 一 个 今后 要 用 到 的 结果 . 给 定 模 AL, pMa 与 BN, 由 上 一 
节 知 , Homs(M, N) 有 左 A 模 结构 . 故 可 定义 F 空间 Homa(L, Homg(M, N)). 
同 理 , 利用 M @ al WE BRA, 可 定义 F 空间 Homp(M @ aL, N). 可 证 
HFE F 空间 的 自然 同 构 


T : Homa(L, Homp(M, N)) ~ Homa(M 8 4L, N) (5) 


{8 (rf)(m @ 1) = film), Ym € M,L € L, XE f € Homa(L,Homp(M,N)) 与 
f= fF). 


习 题 
设 M 与 N 是 二 个 下 空间 . 
1. $ v, ,wr 为 M 的 基 . 设 TeEndrM 满足 


Tu = Yau, Vi, 
a 


这 里 ay e F. 定义 了 的 迹 tr. T H J au. 由 线性 代数 理论 知 tr. T 只 依赖 于 T, 而 与 M 
的 基 的 选取 无 关 , 令 U € Endr N. 证 明 等 式 tr. (T 8U) = (tr.T)(tr.U) RY- 

2. 设 m1,… ,mr 是 M 的 线性 无 关 元 素 . 设 na,… ,nr E N 满足 Emon =0. 
证 明 : ny =---=n, =0. ‘ 

3. MON 是 下 空间 ,使 得 存在 从 Mx N 到 MON 内 的 满足 以 下 条 件 的 双 线性 映 
(m,n) mon: 如 mi,… ,mr 是 M 的 线性 无 关 元 素 , 又 如 ni,- ,mr E N 满足 等 式 
D mioni =O, M n =- =n, =0. 证 明 M o N SM 8r N. 


” 4. 设 M" 是 M 的 对 偶 空 间 , 即 M* 是 M 上 F RBA. Vw E M*,n €N, 
定义 从 M 到 N AMBRE yon 如 下 : 


(Pon)(u) =v(u)n, Vu €M. 


WA bon € Home(M, N). 并 证 明 (w,n) > pon 是 从 M* x N 到 Homr(M,N) 内 的 
双 线 性 上 映射, 且 Home(M, N) 作为 F 空间 由 元 素 集 合 {Y onl € M*,n E€ N} 所 生成 . 最 
后 证 明 存 在 F 线性 同 构 Homr(M, N) = M° @r N. 


CC 
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5. 证 明定 理 (1.9.6) 与 81.9(2) 式 中 的 下 线性 同 构 也 是 F 代数 同 构 . 
6. 设 4 是 FRM, 已 是 射影 左 AM, ERE AR. 定义 ANKER Por E ite 
用 如 下 : 
a-(@y):=ar@ay, Vae Are PyEeE. 


证 明 : P Or E 是 射影 左 AB. 
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本 节 内 容 与 今后 要 研究 的 群 表 示 理 论 有 着 十 分 密切 的 关系 . 


(1.10.1) 定义 $ FRÆ 4 的 中 心 等 于 FP, 则 称 4 为 严 上 中 心 代数 , 或 
简称 中 心 代数 . 显然 , SM RK Mn(FF) Æ F 上 中 心 单 代数 . w FREA AR 
构 于 某 多 矩阵 代数 M,(F), MAR 4 为 F 上 分 裂 中 心 单 代数 . 


BASE FRR 定义 A = 4@F AP, 称 之 为 4 的 包 络 代 数 . 如 AF 
代数 B 的 子 代数 , 则 在 B 上 可 定义 Ae 的 作用 : 


(De) y= Dov, vy E€ Bae Ab € A”. a) 


根据 张 量 积 的 普遍 性 质 , 存在 从 4* 到 B 内 的 F 线性 同 态 , 使 得 a @ bi = 

Daiyd:, 故 (1) 式 是 有 定义 的 . 易 证 这 是 A 模 的 作用 . 特别 , 4 有 Ae 模 结构 . 

A 的 At 子 模 都 是 A 的 理想 . 于 是 , 如 4 是 单 代数 , 则 4 是 不 可 约 he 模 . 
YER: 作为 左 (RE) 正则 4 模 , 4 的 自 同 态 p : 4 一 4 有 形状 


z= za (或 z 一 az)，vze4， 


RH a = yp(1) € A. 这 推出 Endy. A 是 映射 zi cr = zd 的 集合 , 这 里 c,d € A. 
取 z=1, 则 有 c=d. 于 是 Enda A 是 映射 cH cz 的 集合 ,这 里 ce Z(A). MA 
是 F 上 中 心 代数 , 则 Enda A 是 映射 zx ar,a e F 的 集合 , 即 End4ae4 & F. 
我 们 将 利用 这 些 事实 来 证 明 关于 F 上 中 心 单 代数 的 一 些 性 质 . 


(1.10.2) 定理 w AŽ F EPSHRH, 则 
A° = A Qr A? = M,(F), 
这 里 n= dimpA. 


证 把 4 当 作 Ac 模 . 则 4 是 不 可 约 的 , 且 Endae4 F. 由 定理 (1.7.2) 
知 , 存在 从 he 到 Endr4 上 的 F 代数 同 态 y. 因为 


dimp A? = dimp (Endr A) = n?, 
故 少 是 F 代数 同 构 . 因此 结论 可 从 Endr A = M,(F) 推出 . 口 
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接着 要 证 的 结论 是 关于 含 中 心 单子 代数 的 下 代数 的 结构 . 

(1.10.3) 定理 设 A 是 下 代数 B 的 中 心 单子 代数 . 设 C = C(A), M 
B= A@FC. 映射 Try AI 给 出 从 C 的 理想 集合 到 B 的 理想 集合 上 的 双 射 , 进 
而 , BB 的 中 心 Z(B) 等 于 C 的 中 心 Z(C). 

证 如 上 , 把 B 当 作 Ac 模 由 定理 (1.10.2) 知 he 是 单 代数 ， 故 由 定理 
(1.5.4) 知 , B 是 同 构 于 4 的 一 些 不 可 约 he 模 的 直 和 . 1 作为 4e A 的 生成 元 
WE: va € A, 


(a@1)1=al = 1la=(1@a)l, 
(a81) =0>a=0. 


于 是 在 任何 不 可 约 he 模 中 可 取 元 素 使 va € A, 


(a81)c = (1 @a)e, 
(a@l)c=0>a=0. 


由 此 可 把 4* BE B AHA B = @ Aca, 这 里 va € A, aca = caa, H aca = 0 > 
a = 0. 这 推出 ce O. B 的 每 个 元 素 可 唯一 地 表 为 Dance, 这 里 aa e A. 如 
cEC. W c= E aaca. H ac A 5 ac = ca 可 推出 aau = aaa. 因此 an € F149 
cE E Foa, BI C = Fea. 显然 , {ca} 是 C HY F 3. 根据 下 代数 张 量 积 的 定 
NA B =A8rC. 

现 设 了 是 C 的 理想 . 则 AT 是 B = AC 的 理想 . 进而 , 我 们 断言 : ANCO =T. 
这 因为 : 如 (zl = 1,22,… ,zn) 是 A 的 下 基 , 则 B 的 每 个 元 素 可 唯一 地 表 为 形 
RY arci € C. 于 是 AI 的 元 素 都 有 形状 d= 开 diri, 这 里 di € I. W deo, 


i=l 
WW a 有 形状 cizo € C. 这 推出 CNA 是 形 如 dx, = d e 1 的 元 素 的 集合 . 
于 是 Cm4T =I. 由 此 推出 映射 YT AT 是 从 C 的 理想 集合 到 B 的 理想 集 
合 内 的 单 射 . 现 要 证 明 该 映射 是 满 射 . 令 卫 为 B 的 理想 , 则 了 是 4: 模 B 的 
子 模 . 于 是 I = E Adg, 这 里 dg € I =I'NC. 这 推出 T= Al, BD y EWA. 
最 后 要 证 明 Z(B) = Z(C). BR, Z(B) CC. M Z(B) c Z(C). 另 一 方面 ， 


如 ce Z(C), Wey B= AC 中 每 个 元 素 相交 换 , 故 ce Z(B). 口 
在 上 述 定理 中 可 见 : B 是 单 代数 当 且 仅 当 C 是 单 代数 ; B 是 中 心 代数 当 且 
仅 当 C 是 中 心 代数 . 


根据 F 代数 张 量 积 的 定义 , 我 们 立即 有 : 


(1.10.4) 推论 设 人 4 是 下 上 中 心 单 代数 , CRF 代数 . 
(a) 如 C 是 单 代 数 , 则 A@F C 是 单 代数 . 
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(b) 如 C 是 中 心 代数 , 则 Agr O 是 中 心 代数 . 
HI, d E Æ F HPR, U ASPERE LP SHRM 

称 推论 (1.10.4) 中 的 F 代数 A Or E NMA 通过 基 域 扩张 所 得 到 的 E 代 
数 , 记 作 AP. 此 时 , 如 存在 E 代数 同 构 42 = Mn(), 这 里 n 是 某 正 整 数 , 则 称 
EX A 的 分 裂 域 . 

由 推论 (1.9.8) A: 对 于 E MHIR E', 存在 到 代数 同 构 


M,(E) 8g E' = M,(E’). 


BOK E Æ 4 的 分 裂 域 时 , BER REE 4 的 分 裂 域 . 

下 面 要 证 明 F 上 中 心 单 代数 A 的 有 限 次 分 裂 扩 域 的 存在 性 . 由 引 理 (1.4.2) 
与 定理 (1.7.2) 知 , 可 写 4 = M,(D), 其 中 D 是 上 中 心 可 除 代数 . 我 们 要 证 
明 D 的 任意 极 大 子 域 是 A 的 分 裂 域 . 

(1.10.5) 定理 设 刀 是 互 上 中 心 可 除 代数 , MF 的 有 限 次 扩 域 EA D 
的 分 裂 城 当 且 仅 当 BAD EXER A= Mr(D) 的 子 域 且 媚 在 4 的 中 心 
MF CAE) 等 于 E. 当 这 些 条 件 成 立时 , 存在 正 整 数 n 使 得 


dimpE=rn, dimrD =n?. 


证 (<) RE A= Mr(D) 的 子 域 使 CA(E) = E. 由 定理 (1.7.5) 知 : A 
可 等 同 于 EndmV, 这 里 V Æ D 上 r 维 向 量 空间 , D = Dep, 于 是 V 有 一 个 
D' 9r E 模 结构 


(d@e)z = der = edr, YdED',e€ EC A,s EV. 


因为 由 推论 (1.10.4) BI, D' Or E 是 单 代数 , 所 以 D' @r EE V ER ERR p 
是 忠实 的 (BD p: D 8r E 一 EndgV 是 单 射 ). 我 们 能 把 D' or ES V 上 对 应 
的 E 线 性 变换 环 等 同 起 来 , 由 于 D rE 是 上 单 代数 , 据 定理 (1.5.2) 知 , V 
RABAAW D' Or EK. S Endo V = 4, 故 EndpepY 是 如 在 4 内 的 中 心 化 
F. 由 假设 得 EB = EndpepV. AW dimpV,dimrD’ < oo, 所 以 dimpV < 00, 
进而 dimgV < oo. 由 定理 (1.7.2) 得 


D' r E=EndeV. 


如 果 dimgV =n, 则 
D' 8r ES M,(E). 


FE ER FAR D 的 分 裂 域 . 当然 也 是 D 在 上 的 分 裂 域 . 我 们 有 


dimrD = dimrD' = dimgD! QF E =n’, 
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dimpV = dimpy.dimrD'=rn2= dimgV - dimp E = ndimp E. 
因此 dimpE=rn. 
(>) È Der ES M,(E). WA Mn(E) 反 同 构 于 其 本 身 ,我 们 有 
D' &r E= M,(E). 


&V 为 不 可 约 D' or E 模 , 则 D r E 可 等 同 于 EndeV, V En ES 
间 . 又 , Y 是 D 上 向 量 空 间 . 如 dimpV =r, 则 由 于 E 中心 化 D', 我 们 有 
E C EndpV. E Æ Endo: V 内 的 中 心 化 子 属于 D'Or E E EndgV 的 中 心 化 子 . 
HF D' @p E = EndgV, 我 们 有 


Cenap v (E) = 


所 以 CupE) = E. p 


F EP UD ABR D 的 极 大 子 域 的 存在 性 可 由 D 的 F 维 数 的 有 限 性 保 
TE. 以 下 结论 断定 : 任何 F 上 中 心 单 代数 的 有 限 次 分 裂 扩 域 E/F 是 存在 的 . 

(1.10.6) 推论 SAA FEPSHRKM, 即 存在 FP RAM AS M,(D), 
这 里 D AF LWA, r 为 某 正 整数 , 则 D 的 任何 极 大 子 域 ER A 的 分 
RM, 


证 ABE E È DHIAR: 因 一 旦 Der E= M(E), M 
A@r E S M,(D) 8r EX M,(D 8r E) = M,(Mn(E)) © Myn(E)- 


EE =Cp(E). WED E. ME AE, WAR ce E - E, AHH CHE 
上 生成 的 可 除 代数 是 域 E(c), 故 D 含有 严格 大 于 E 的 子 域 , AE ia 
HFA. 据 定理 (1.10.5), 已 是 D 的 分 裂 域 


> a 


1. 令 DHF EPS ARRK, EX D 的 极 大 子 域 . 证 明 : dime D = (dimp E)’. 

2. 给 定 FR 4 的 自 同 构 f. 如 存在 A 中 可 逆 元 d 使 得 f(a) = d iad Va € A, W 
称 f 为 A 的 内 自 同 构 . 令 A 为 已 上 中 心 单 代数 B 的 单子 代数 . 则 任何 从 4 到 B 内 的 单 
一 同 态 了 能 被 扩充 为 B 的 内 自 同 构 . 

提示 注意 已 = 4@F B? 是 单 代数 . 在 B 上 定义 两 种 不 同 的 E 模 结构 : 


(Ea eb) r= Yaz, 
(Sa @b) z= >> flai)zb- 
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这 里 ai € A, b; € Bep,z € B. 然后 利用 这 两 个 E 模 结构 是 同 构 的 事实 . 

3. 证 明 F 上 中 心 单 代数 的 任何 自 同 构 是 内 自 同 构 . 

4. 设 DD 是 RR 上 有 限 维 可 除 代 数 . 如 果 DD 是 交换 的 , WEA D=R, 要么 二 C. 如 
果 D 不 是 交换 的 , 则 它 的 中 心 只 能 是 R. 现 设 D 是 及 上 中 心 代数 , D2R. M D 含有 元 素 
iM? = 1, E C= RG) HAMM a+ bim a- bi, Ya,b E R. BIFE j € D i ji = —ij. 
Wh i 5 j ER 上 生成 的 子 代数 是 险 密 顿 四 元 数 代数 H. 证 明 dima = 4 45 D =H. 

提示 “利用 习题 3 的 结果 . 

5. 证 明 : 如 果 Di 与 Dz 是 F 可 除 代数 且 D, 是 中 心 代数 , W Di @r Da = M,(E), 
这 里 E 是 可 除 代数 , r|(dimrDi),i = 1,2， 再 证 明 : 如 果 dimrD, 与 dimp Da EX, W 
Di @ D2 是 可 除 代数 . 
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为 了 后 面 的 需要 , 下 面 介绍 范畴 论 的 一 些 基本 概念 . 

(1.11.1) 定义 一 个 范畴 多 由 下 列 要 素 组 成 : 

(a) 一 族 对 象 ob% (这 些 对 象 用 大 写 英文 字母 表示 , 有 时 简 记 ob 多 为 E). 

(b) 对 于 对 象 的 有 序 对 (A,B), 从 4 到 BA HY SATIS Home(A, B) ( 简 记 
% Hom(A, B)). 

(c) 对 于 对 象 的 有 序 三 元 组 (A,B,C), 关于 集合 的 映射 : 


Hom(4, B) x Hom (B,C) 一 Hom(A, C), 
(h,g) = gh 


其 满足 下 述 条 件 : 

(a’) 如 果 (A, B) # (C, D), 则 Hom(4,B) 门 Hom(C,D) = Ø. 

(b’) 如 果 f € Hom(A,B),g € Hom(B,C) 4 h € Hom(C,D), 则 (hg)f = 
h(gf) ( 故 可 将 其 表 为 hgf). 

(e) 对 于 对 象 A, 存在 唯一 的 态 射 14 E Hom(A, A) 使 得 f14 =f 5 lag= 
g, Vf € Hom(A, B) 4 g € Hom(B, A). 

给 定 f c Hom(A, B). 如 果 存 在 ge Hom(B, A) ÎE fg =1s 5 gf = 14, W 
称 f ARM. 

(1.11.2) 例 

(a) RAB FAK. 我 们 可 定义 右 4 模范 畴 .KA 如 下 : -HA 的 对 象 是 所 有 
A AB. VM,N € Ma, 态 射 集合 Hom(M,N) 为 从 M 到 N 内 的 所 有 右 AR 
同 态 的 集合 . 定义 : 


(f + 9)(2) = f(z)+9g(z), vf,g € Hom(M, N) 45 z € M, 
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则 Hom(M, N) 关于 合成 “+” 形 成 一 个 阿 贝 尔 群 . 

类 似 地 可 定义 左 4 模范 畴 aM. 

O) 定义 阿 贝尔 群 范畴 of 多 如 下 : of 多 的 对 象 是 所 有 阿 贝 尔 群 . VM,N € 
AB, 定义 态 射 集合 Hom(M, N) 为 从 M 到 N 内 的 所 有 群 同 态 的 集合 . 

(1.11.3) 定义 设 留 与 罗 是 二 个 范畴 , HAE 到 多 内 的 共 变 (或 反 变 ) 
LF F 由 下 列 要 素 组 成 : 

(a) 从 ob 到 ob9 HRA F: A— FA. 

(b) 对 于 E 的 对 象 的 有 序 对 (A,B), A Home(A, B) 到 Homg(FA, FB) (或 
Homg(FB,FA)) 内 的 一 个 映射 了 一 F(f), 且 满足 : 
Fl: 如 gf 在 名 中 有 定义 , 则 F(gf) = F(g)F(f) (& F(9f) = F(F)F(9))- 
F2: F(14) =1ra. 

(1.11.4) 例 

(a) 固定 X E€ AM, 定义 函 子 F: 4. 一 4 多 使 

FM :=Homa(X,M), YM € aM. 

Va € Homa (M, N), $ Fa: FM > FN 为 加 群 同 态 


Homa(X, M) — Hom4(X, N), 
Bo ab. 
显然 , F 是 共 变 函 子 . 通常 记 F 为 Homa (X, —). 
(b) 固定 X € AM, 定义 函 子 C : Ma 一 ABE 
GM :=M® 4X, YM € Ma. 
Va € Hom4(M, N), & Ga : GM 一 GN 为 Ga=0@1. 通常 记 C 为 一 @ AX. 


BR G REHEAT. 
(c) 固定 X € aM. 定义 浮子: 4M 一 ABIE 


FM :=Homa(M,X), YM € ad. 
Va € Homa(M,N), 令 Fa: Homa(N, X) — Hom4(M, X), 


Br Ba, 
它 是 加 群 同 态 . 通常 记 F X Hom,(—, X). W F 是 反 变 函 子 . 
(1.11.5) 定义 FFG: + FD ARES E NLS 多 内 的 二 个 函 子 . 如 
VA € ob%, 44 na € Homg(Fh,GA) 使 YA,BeEob% 45 f € Homy(A,B), 下 
图 交换 : 
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FA = GA 
Fit) fx 
FB oe GB 


即 G(f)-na =e F(f), Wie n: FG. HAR) AART F HBF G 的 自然 
变换 . 

进而 , 如 果 每 个 m4 都 为 同 构 , 则 称 7 为 自然 同 构 . 此 时 记 

F&G. 

称 范畴 C5 9 等 价 , 如 果 存 在 函 子 :多 一 9 与 G: 2 — EGF le 
与 FG 全 19. 特别 , 当 GF = ly 与 FG = 19 时 , 称 范畴 e 与 范畴 9 同 构 . 

(1.11.6) 定义 设 政 :一 与 G:9 一 外 是 范畴 外 与 四 之 间 的 两 个 
BF, 如 VB Eob? 与 4E ob%, 存在 双 射 

78,4 : Homew(GB,4) + Homa(B, FA). 


CXF A,B 是 自然 的 , 即 YB E ob9, RH A> nga AART Home(GB,—) 
到 Homg(B, F—) 的 自然 同 构 ; VA € ob, B > mB,4 为 从 浮子 Home(G—, A) 
到 Homg( 一 ,FA) 的 自然 同 构 , 则 称 F% G 的 右 伴随 , 而 称 G 为 下 的 左 伴随 . 
BRAT n: (B, A) + nga 称 为 从 G 到 下 的 转 填 伴随, 称 (FG,n) 为 附 赣 的 . 


设 多 与 9 是 二 个 范畴 , FF: 2 EMF. Be ob9. 


(1.11.7) 定义 YU € ob% 5 u € Homg(B,FU), 称 二 元 组 (U,u) 为 从 
B 到 函 子 F 的 一 个 普遍 性 , 如 VA € ob% 与 g e Homa(B, FA), 存在 唯一 的 
J € Home¢(U, A) 使 F(9)u = g: 


YV € ob? 5 v € Homa(FV, B), 称 二 元 组 (V,v) XARF F 3) B 的 一 
个 普遍 性 , 如 VA € ob 多 与 ge Homg(FA, B), 存在 唯一 的 5e Home(A, V) 使 
vF(9) = g: 

在 上 述 情 形 中 , 我 们 称 U (2 V) 为 关于 B 的 普遍 多 对象, 称 u (或 v) 为 
对 应 的 普遍 映射 . 
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习 a 


1. 验证 例 (1.11.2) 中 的 Ma, ad 与 多 都 满足 定义 (1.11.1) 里 关于 范畴 的 所 有 条 
件 . 

2. BEF RK 4 的 子 代数 . 

(a) 对 于 任何 4 模 M = 4M, 定义 F(AM) = sM, 即 通过 F Æ M 只 当 作 左 BE. 
证 明 F: 4A-f 一 pd 是 一 个 共 变 函 子 . 

(b) SEM BRN = sN, 定义 G(BN)=4@ seN, 由 81L9 知 4@ aN AE AR 
结构 . 于 是 BB eN 通过 'G 变 成 了 一 个 左 4 模 . ERG: .NK 一 aK 是 一 个 共 变 孙子. 
l E 称 FF 为 纯 量 限制 沙子 , 称 G 为 诱导 函 子 . 这 两 个 函 子 及 其 相互 关系 在 群 与 代数 的 

表示 理论 中 有 广泛 应 用 . 
3. 设 4 是 FRK, n 是 固定 的 正 整 数 ，Mn(4) 是 系数 属于 A n x n 全 矩阵 代数 . 
证 明 左 4 模范 畴 与 左 Mn(4) 模范 畴 是 等 价 的 . 
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本 章 引 在 介绍 有 限 群 表示 的 一 般 概 念 , 其 中 包括 表示 的 合成 与 转换 , 最 后 构 
造 有 限 群 的 表示 环 . 目的 是 使 读者 对 群 表示 理论 的 研究 对 象 有 个 大 致 的 了 解 , 这 
里 注意 我 们 所 考虑 的 群 都 是 有 限 的 , 在 本 书 中 , 除非 特别 申明 , 字母 G (或 FF) 专 
用 来 表示 群 (RR). 


§2.1 群 表示 的 基本 概念 
(2.1.1) 定义 定义 G 的 下 表示 为 群 同 态 
p:G— GL(V), 


这 里 GL(V) 是 有 限 维 F 空间 V #0 上 的 可 逆 线 性 变换 群 . 

根据 定义 , G 的 FF 表示 由 二 元 组 (p, V) WH, G 通过 p 作用 于 V. KV 为 
G 模 或 G 的 表示 空间 . 称 dimpV 为 表示 的 次 数 , 记 作 deg p. 为 了 叙述 需要 , 我 
们 常 讲 “ 表 示 p ”、“ 表 示 V ”或 “表示 (p,V)” 等 等 . 当 表 示 p : G 一 GL(V) 给 
出 后 , 9 € G 作为 V 上 线性 变换 原本 应 记 作 p(9). 但 当 不 致 引起 混淆 时 , 也 常 记 
为 g. 于 是 可 写 gv, Wev. 

表示 p 的 定义 条 件 意味 着 p 是 满足 等 式 


plg192) = p(g1)e(g2), VEG (1) 
的 从 G 到 GL(V) 内 的 映射 . 由 此 得 出 : 


pL) = 1v,p(g"*) = pg)", Vo EG. 
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进而 ， p(g™) = p(g)™, Yg E G,m EZ. 
注意 条 件 “p(g) € GL(V),Yg € G, 与 等 式 (1)” 等 价 于 条 件 “p(g) € EndeV, 
Vg EG, 等 式 (1) 与 p(1) = 1v”. 于 是 我 们 有 如 下 结论 . 


(2.1.2) 命题 RV 是 有 限 维 FSA, 则 以 下 三 种 说 法 等 价 ; 
(a) (p, V) 是 G 的 已 表示 . 

(b) p 是 满足 等 式 (1) 的 从 G 到 GL(V) 内 的 映射 . 

(c) p 是 满足 等 式 (1) 与 p(1) = lv 的 从 G 到 EndeV 内 的 映射 ， 


(2.1.3) 矩阵 表示 W B= (w,… ,un) 是 下 空间 V 的 基 . 则 Ya € Endr， 

有 
au; = Yajuj, Wi,l<ig¢n, (2) 

j=l 

这 里 aji € F. 令 a = (ay) Wn xn HPF, 这 里 aij 是 a 的 第 i 行 与 第 j 列 相交 
处 的 系数 . 则 a+ a 是 从 EndFV 到 Mn(F) 上 的 环 同 构 . 特别 ,如 (p,V) 是 G 的 
F BX, 令 ps(g),g €G, 为 p(g) 关于 基 B HER, WBA g> ps(9) 是 从 G 到 
F E nxn 可 逆 矩 阵 群 GTn(F) 内 的 同 态 . 称 之 为 G 的 次 数 等 于 n 的 矩阵 表示 . 
如 另 取 V 的 一 组 基 C = (v svn) E vi = DO ujug W u = (His) € GLn(P). 


记 pc(9g) 为 p(9) KFA C 的 矩阵 ， 由 线性 代数 理论 知 : 
pc(9) = #*pa(g9)u, VgeG. (3) 


( 称 满足 等 式 (3) 的 两 个 矩阵 表示 pp, po (其 中 u E GLn(F) 5 g e G 的 取 法 无 
HK) 为 G 的 相似 的 矩阵 表示 ). 显然 , 由 表示 p 所 引起 的 矩阵 表示 都 是 相似 的 . 

(2.1.4) 表示 的 等 价 性 设 (pi, Vi) i= 1,2, BG E F EA PRM. 如 存 
在 线性 空间 的 同 构 n: Vi 一 W 使 


p2(9) = 11p1(9)n Yo € G. (4) 


则 称 pi 与 pz 为 等 价 的 表示 , 记 作 pi ~ pr. 

设 pi,a, 是 由 ps 所 引起 的 任何 矩阵 表示 , 则 易 见 

Pi ~ pa & puB, 与 p2,8s 相似 . 

我 们 将 视 等 价 的 表示 为 同一 个 表示 . 同样 , 相似 的 矩阵 表示 被 当 作 同 一 个 
矩阵 表示 . 进而 , 我 们 可 把 表示 p 与 由 p 所 引起 的 矩阵 表示 看 作 是 同一 个 概念 
的 两 种 表达 形式 . 矩阵 表示 的 优点 在 于 它 的 直观 性 , 但 作为 表示 空间 上 的 线性 
变换 , 这 种 表达 形式 依赖 于 该 空间 的 基 的 选取 , 在 应 用 上 有 其 局 限 性 , 而 关于 表 
示 的 定义 (2.1.1) 克服 了 这 一 局 限 性 . 
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(2.1.5) 置换 表示 设 S 是 有 限 G 集 {1,2,… ,n}. 则 存在 从 G 到 对 称 群 
Sn 内 的 群 同 态 r, 它 满足 


gi=n(9)i, V9EG1<i<¢n. (5) 
BEV 是 以 (wu1,… ,un) 为 已 基 的 向 量 空间 . BE p(g) 是 V 的 线性 变换 使 
P(g)ui = unr(g YJ EG, L<i<n, (6) 


则 等 式 p(gh) = p(g)e(h) 与 p(1) = 1v 成 立 . 故 由 命题 (2.1.2) 知 p 是 G 的 表 
示 , 称 这 样 得 到 的 表示 p 为 G 的 置换 表示 . 

显然 , G 的 置换 表示 是 G 的 保持 其 表示 空间 中 某 组 基 不 变 的 那样 一 种 表示 . 
G 在 该 基 下 的 表示 矩阵 是 置换 矩阵 , 即 每 行 每 列 恰 有 一 个 非 零 系数 , 而 那个 非 零 
系数 等 于 1 的 矩阵 . 

最 简单 的 置换 表示 是 当 |5| = 1 时 的 情形 . 此 时 所 引起 的 表示 称 为 G 的 单 
位 表示 , 记 作 1¢ 或 1, 对 应 的 表示 空间 V 是 一 维 的 : 


Ic(g)=1v, YgEG. 


相应 的 矩阵 表示 为 
g (1); 
这 里 (1) 是 系数 等 于 1 的 1x1 矩阵 . 
记 G 为 当 作 集合 的 G, 于 是 群 G 通过 左 平移 : 


GxG—G, 
(9,h) 一 gh 


作用 于 集合 G. 由 此 引起 的 G 的 置换 表示 称 为 G 的 正则 F 表示 , 或 简称 为 G 
的 正则 表示 . 
(2.1.6) 忠实 表示 如 G 的 表示 (p, V) 满足 


plg9) #1v, VgeG,g#1, 


则 称 (P, V) 为 忠实 的 . 

任何 群 都 有 忠实 表示 ， 警 如 群 的 正则 表示 总 是 忠实 的 . 但 当 G x {1} 时 ， 
G 的 单位 表示 不 是 忠实 的 ， 根 据 定义 (PV) 是 G 的 忠实 表示 当 且 仅 当 同 态 
p:G > GL(V) 是 单 射 , 当 (0,V) 是 G 的 忠实 表示 时 , G 可 等 同 于 GL(V) 的 一 
个 子 群 . 特别 , 任何 群 G 都 可 看 作 GL(V) 的 一 个 子 群 , 这 里 V 是 某 维 数 不 大 于 
IG| 的 向 量 空间 , 另外 , GL(V) 的 自然 表示 显然 是 忠实 表示 ( 注 : GL(V) 一 般 不 
是 有 限 群 , 但 前 面 关于 群 表示 的 定义 对 于 无 限 群 也 是 适合 的 ). 
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(2.1.7) 例 
(a) 设 G = (9) 是 由 元 素 9 生成 的 n 阶 循环 群 , 则 存在 群 同 态 r: G 一 Sn 


使 
m(g) =(12---n): imi+l, Vigi<n, 
nel 


这 等 价 于 G 对 它 本 身 的 左 平移 作用 , 其 所 引起 的 G 的 置换 表示 ( 即 G 的 正则 
表示 ) 把 9 映 成 线性 变换 p(g) 使 


a l<i<n (7) 
plg)un = u. 


9 在 基 (wu1,… ,un) 下 的 表示 矩阵 是 


(8) 


(b) 设 G = Sg = {1, (12), (13), (23), (123), (132)}. 设 r 是 G 内 的 恒 等 映射 
则 ”所 引起 的 G 的 置换 表示 的 矩阵 为 
0 
0 |， 
1 


100 0 
ł1=ł}0 1 OF, (12) 一 | 1 
001 0 
0 0 1 1 
a3)4]o1 0], (23)4 | 0 
100 0 
001 010 
(123) }1 00], (132)4]0 01). 
010 100 


(2.1.8) 子 表示 与 商 表 示 设 (p,V) 是 G H FRR. 如 U 是 V 的 子 空间 
使 pe)7 CU, Yg € G, WH U 为 V 的 G 不 变 于 空间 . 此 时 , + pulg) := p(g)r 
为 .p(g) ÆU 上 的 限制 作用 . 则 我 们 得 到 G 的 另 一 个 表示 (pu, U), BH p HF 
RR. 


roo oor 


oro 
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现 设 (pu,U) 是 (P, V) 的 子 表示 , 在 商 空间 V/U 上 可 定义 : vg EG, 
pvju(g):2+U + p(g)z+U, VreV. (9) 
易 证 pvjy 也 是 G 的 表示 , 称 为 p 的 商 表示 . 
Ü B= (u, ,un) EV 的 下 基 使 (w,… ,wr) BG 不 变 子 空间 U WH. 
考虑 由 BRAEMAR pp. 因为 U 被 每 个 plo) 所 稳定 , p(g)ui,1 < i <r, 
是 向 量 u,- ,ar 的 线性 组 合 . 于 是 每 个 矩阵 ps(9),9 €G, 有 形状 


E E m 


Brrlrtl oo 


Brin 


Beri oo Bon 
这 里 左上 角 的 那个 r x 7 子 矩阵 是 pu 关于 基 (u, ,ur) RANE, 右 下 角 
的 那个 (n - r) x (n 一 7) FERE pyyw 关于 基 (ur +U,- ,un +U) 的 表 
REM, RZ, 如 果 存在 基 (wu1,… ,un) 使 (9), g € G 的 矩阵 都 有 形状 (10), W 
U=} Fu; 是 空间 V 的 p(G) 不 变 子 空间 , 即 p 的 子 表示 . 

j=l 

(2.1.9) Homp(V,W) 上 的 表示 设 (p,V) 与 (mW) 是 G IT FR 
示 . 设 Homp(V,W) 是 从 V 到 W 内 的 F 线性 映射 所 组 成 的 下 空间 . Vp e 
Homr(V,W) 与 ge G, 定义 映射 gy : V 一 W 使 以 下 等 式 成 立 : 


(gp)(v) 一 9g(p(9 io))， W Ev. (11) 


易 证 这 给 出 了 G 在 Homr(V,W) 上 的 F 表示 , 其 次 数 等 于 deg p- deg n. 
H (p, V) 是 G 的 表示 ,ve V. 如 Yg € G, HA gv = v, WE v 为 G 的 固定 
点 . LA In vo(V) 记 的 G 固定 点 集合 , 显然 In ve(V) Æ V 的 G 不 变 子 空间 . 
设 (op Vi) i= 1,2, 是 G 的 两 个 表示 . 如 FF 线性 映射 f : Vi 一 Vo 满足 : 


f(gv)=gf(v), WEN, geG, 


则 称 f 为 G 模 映 射 , 记 Home(Vi, Ve) WAV; 到 WW 内 的 所 有 G 模 映 射 组 成 的 
RE, 则 Home(Vi, V2) 是 Homp(Vi, V2) 的 子 空间 . 

在 上 面 我 们 已 定义 了 Homr(Vi, V2) 上 的 G 模 结构 . 我 们 看 到 : Homc(W， 
V2) = In ve(Homp (Vj, V2))  Homp(Vi, Va) 的 子 表示 . 

(2.1.10) 表示 空间 的 Hermitian AR ”我们 已 经 知道 由 G 的 给 定 表示 所 
引起 的 矩阵 表示 都 是 相似 的 . 但 下 面 的 命题 告诉 我 们 : 当 F 为 复数 域 C 时 , 表 
示 空 间 V 的 基 的 某 种 选取 比 其 它 选 法 显得 更 自然 些 . 
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(2.1.11) 命题 设 (p,V) 是 G 的 复 表示 ( 即 复数 域 上 的 表示 ). MAEV 
的 Hermitian 内 积 (一 ,一 ), 使 
(v1, ¥2) = (gv1,902),， Vg EG 与 Viv2 EV. 
于 是 G 的 任何 表示 都 等 价 于 由 西 短 阵 给 出 的 表示 . 


证 取 V 的 任意 基 (u, ,un). 令 (一 ,一 ) 为 关于 该 基 的 通常 Hermitian 
内 积 : 


(onde) =J að, (12) 
i=1 j=1 i=l 
这 里 5 是 be C BUMPER. Yu1,v2 € V, 定义 
(nva) = 2 Dolor, gva). (13) 
[Gl gEG 
显然 , (一 ,一 ) 也 是 V 上 的 Hermitian 内 积 . 又 , Vh € G, 


(hui, hva) = gzj D (hvi, ghva) 
gEG 
1 
= 20v: gva) = (v, v2), 


上 式 中 间 那 个 等 号 成 立 是 由 于 {glg € G} = {ghlg € G}. 

应 用 Gram-Schmidt 程序 , 我 们 能 找到 V 的 关于 Hermitian 内 积 (一 ,一 ) 
一 组 正规 正 交 基 . 关于 这 组 基 , G HAAR BE. 

(2.1.12) 推论 H (P, V) 是 G 的 复 表 示 , 则 对 于 G 的 每 个 元 素 g, FAV 
的 基 使 p(g) 关于 此 基 的 答 阵 是 对 角 的 . 


证 这 是 因为 每 个 西 矩阵 都 可 对 角 化 . 口 


3 是 


1. 设 p 是 例 (2.1.7) 中 所 给 的 n 阶 循环 群 (9) 的 复 表示 . 设 p 是 (9) 的 如 下 定义 的 复 
表示 : p'(g)uj = Cuz, 1 < j <n, 这 里 《= ex™i/", 记号 如 同 例 (2.1.7). 证 明 : p ~ p'. 

2. ER G 的 二 个 一 维 表 示 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 作为 映射 是 相等 的 . 

3. RF ÆR, h, , hm 是 一 组 给 定 的 正 整 数 ， 定义 集合 X = {(1,+-+ ,wn)lws € 
F wh = 1}. 令 g X hi,- ,hm 的 最 小 公 倍数 . 试 证 : |X| = T]he 当 且 仅 当 char. Ft q. 
RR G 是 指数 为 9 的 有 限 阿 贝尔 群 ( 即 4 是 G 的 元 素 阶 数 的 最 小 公信 数 ). RUE: G RA 
IGI 个 不 等 价 的 一 维 表示 当 上 且 仅 当 char. F tq. 
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提示 可 写 G = Gi x… x Gm, 这 里 |Gi| = h = pipi 是 素数 , Gi = (zi) 是 hi 
阶 循环 群 . 易 见 G 的 一 维 表示 p 由 像 p(z1),… ,p(zm) 所 完全 确定 , TR p(x) € F, i = 
1,2,… ,m, 在 满足 条 件 p(z:)* = 1 的 前 提 下 可 互相 独立 选取 . 
§2.2” 群 表示 的 一 些 常用 构造 法 


研究 群 表示 理论 的 第 一 步 是 构造 出 尽 可 能 多 的 表示 , 并 判断 哪些 表示 是 等 
价 的 . 本 节 要 介绍 从 G 的 已 知 表示 出 发 构造 G 的 新 表示 的 一 些 常 用 方法 . 

(2.2.1) 表示 的 张 量 积 RV SY EZA F ZN, 则 张 量 积 Vi Or Vz 
(可 简 记 作 Vi @ Va) 也 是 F 空间 ， 另 一 方面 , 令 a; € EndFVi,i = 1,2. 回忆 
aı Q az € Endr (V: @ V2) 满足 


(a1 @ a2) + X (v @ vz) = Yair; @ a2v23), ois € Vi. (1) 
a j 


ÅN bi € Endp Vi, i = 1,2, W) 
(a1 ® az)(b1 ® ba) = abı ® azb2. (2) 
现 设 (pi, Vi) i = 1,2, 是 G 的 下 表示 . 定义 p18@ pz 为 
(1 ® p2)(9) := p1(g) ® p2(g), Yg EG. (3) 
则 Yg, g € G, 有 


(P1 ® p2)(9192) = p(9192) ® p2(g192) 
= p1(91)p1(92) @ p2(91)p2(92) 
= (1(91) ® p2(91))(P1(92) 8 p2(92)) (由 (2) R) 
= ((p1 ® p2)(91))((p1 ® p2)(92)). 
于 是 (p1 @ p2, Vi @ V2) 是 G 的 FF 表示 , 称 为 表示 pi 与 ps 的 张 量 积 . 


容易 验证 : 当 pz 是 G 的 单位 表示 时 , 表示 p @ pz 与 pi 等 价 . 
如 Bi=(w,… pun) Æ Vi BY FE, By = (ww,…,vm) 是 仍 的 下 基 , 则 


(ur BV U1 O Um, Un BV Un @ Um) (4) 
组 成 了 Vi @ Ve BY F Æ. (pi @ pz)(g) KF (4) 式 中 基 的 矩阵 是 
P1,B1(9) @ pz,Ba(9)( 见 81.9(1) 式 ). 
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(2.2.2) BERT “线性 代数 理论 告诉 我 们 : ARE FF 空间 V 上 的 FRE 
函数 全 体形 成 与 V 有 相同 维 数 的 空间 , 称 为 Y 的 对 偶 空 间 , 记 作 V*.V 的 任 


何 一 组 基 (wi,… ,un) 确定 了 V* 的 一 组 对 侦 基 (wi,… un), 满足 
Wu)=6, VWI<i,j<n, 
这 里 65 为 克 罗 内 克 符 号 , 即 


s fh Mi=s, 
Vo, mij 


如 ae EndpV, 则 存在 a* € EndrV* 使 得 
(a*z*)(y) := z" (ay), WeV, zev". 


如 au = ST aziu 5 atu = 7 piru, 则 
j l 


(a*ug)(us) = >> Bieu (ui) = Bin, 
T 


up(aui) = uk (som) = Oni. 


了 


于 是 Bik = ons. 所 以 a* 关于 基 (uj, un) 的 矩阵 等 于 a 关于 基 (w, 


的 矩阵 的 转 置 . 映射 


ana 
FEM EndeV 到 EndrV* 上 的 代数 反 同 构 . 由 此 推出 
av (a")-! 


是 GL(V) 到 GL(V*) 上 的 群 同 构 . 
现 设 (p,V) 是 G 的 表示 . 则 


p*: g (p(9)") ,Vg EG 


给 出 G 在 Y* 上 的 表示 , 称 p* 为 p HRN. 


(5) 


sün) 


(6) 


显然 , deg p* = deg p. 进而 , 设 B 是 Y HH, B* 是 V* 的 关于 BAMA 


基 , 则 相应 的 矩阵 表示 g > pa(g) 与 g> ph- (9) 满足 关系 式 
P5- (9) = (pp(9)™)™, 


(7) 
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这 里 oT 是 矩阵 a 的 转 置 , 特别 , 可 推出 
(g-2*)(y) = 2"(9"*y)- 
设 (p,V) 是 G 的 复 表示 , KV 的 一 组 基 B, W vg EG, ps(g) 是 nxn 复 
和 矩阵 ( 即 系数 是 复数 的 矩阵 ). 设 Dalo) 是 通过 对 pa(g) 的 系数 施 以 复 共 因 变 换 
而 得 的 矩阵 , 则 ze(9g) € GLn(C). 显然 , 存在 G 的 表示 万: G 一 GL(V) 使 re 是 
万 关于 基 B 的 矩阵 表示 . 此 时 的 表示 空间 记 作 V. 
(2.2.3) 命题 设 p 是 G 的 复 表示 , A p~p. 
证 由 命题 (2.1.11), 可 设 p 的 表示 空间 V 有 G 不 变 的 Hermitian 内 积 . 取 
V 关于 该 内 积 的 一 组 正规 正 交 基 , 则 G 通过 西 阵 作用 于 该 基 ， 人 
置 与 对 丁 阵 的 系数 作 复 共 生 变换 是 一 回 事 . 
(2.2.4) 表示 的 直 和 设 (pi, VW),i = 1,2, 是 G 的 两 个 F RM. SE FZ 
AVY Sv HHA Vi eve LEX G 的 作用 如 下 : 
9(v1, v2) := (gv1,g902), Vg E G, (v1, v2) E€ Vi © V2. 
易 见 这 给 出 了 G 的 一 个 新 表示 , 记 作 (pi © p2,Vi @ Va), 称 为 表示 (P1, V1) 与 
(pa, Vo) 的 直 和 . 用 和 矩阵 来 描述 该 表示 就 更 直观 了 . 设 Bi 是 Vi 的 基 , i = 1,2, 则 
B=B U B: 是 Vi@W 的 基 . 我 们 有 
P1,B:(9) 0 
0 pz,Ba(9) 


设 G 的 表示 (p,V) 可 分 解 为 两 个 子 表示 (pu 三) 5 (64, Va) 的 直 和 . 设 p 
是 由 分 解 式 V = Vi © Vo 所 确定 的 从 V 到 Vi 上 的 射影 , 将 元 素 z eV 表 为 


oma ( J: Yg EG. 


z=yŅy +y2, 
这 里 yi Vi, 则 有 
gr=gh+gy, gu €V: (i=1,2), Yg EG. 


于 是 p(gz) = gy: = g(pz). 即 p 与 G 的 作用 相交 换 . RZ, RU 是 任何 G 不 变 
子 空间 , 设 存在 从 V 到 U 上 的 射影 p, 它 与 G 的 作用 相交 换 , 可 写 


V =pV @ (lv —p)V, 
则 pV =U. 因为 


g(lv — p)V = (1v —p)gV © (1v —p)V, 
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所 以 U’ = (ly — p)V 是 G 不 变 的 , 这 样 我 们 就 得 到 了 V 关于 子 表示 的 一 个 直 
和 分 解 
V=U V. 


如 上 , 我 们 称 U SU 在 Y PHAR. 上 面 的 讨论 揭示 了 : V 的 子 表 
JR U 的 补 表示 存在 当 且 仅 当 存在 从 V 到 U 上 的 与 G 的 作用 相交 换 的 射影 . 

(2.2.5) 表示 V* Qr W 与 Hom F(V,W) 的 等 价 性 回忆 在 (2.1.9) 与 
(2.2.1) 中 , 我 们 从 G 的 二 个 表示 V 与 W 出 发 分 别 构造 了 表示 V @F W 与 
Homp(V, W). 今 定义 映射 


o :V* Or W — Homr(V,W), 
Lew > Volfi ew) 


使 得 Dp(fi@wi)(v) =J Hou wev. (8) 
i i 
则 p 是 向 量 空间 的 同 构 , 而 且 , Vo G5 Y fow eV" or W, 我 人 有 


9 (Er ou) =p (Eos emn) (v) 
i i 
= Yooh ® gui)(v) 
i 
= J (0f) (v)gwi 
= D filo vows 
=g: J filg v)wi 
i 
=9'9 (nu ® 四】 (gv) 
= (er (Exemj) w), Ww EV, 
所 以 e(o Z ron) -so (Fon). 
由 此 推出 表示 V* gr W $ Homp(V, W) 是 等 价 的 
特别 , 域 F 作为 一 维 F 空间 可 提供 G 的 一 个 单位 表示 . 由 (2.2.1) 知 G 的 


表示 V* Or F 与 V" 等 价 . 于 是 推出 VV MRR V* 与 表示 Homp(V, F) 是 
等 价 的 . 
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习 a 


1. 证 明 : 如 (po Vi), i = 1,2 是 G 的 两 个 表示 , 则 pi @ pr ~ p2 @ pr- 

2. 注意 关于 群 表示 的 定义 (2.1.1) 当 G 是 无 限 群 时 也 适用 . 设 V BARA F 空间 , ! 
是 GL(V) 上 的 恒 等 映 射 , 则 (LV) 是 GL(V) 的 表示 . 

考虑 GLV) 在 V* @V 上 的 表示 1* OL 证明 集合 


{ce V° QVI @)(a)le=c, Ya €G} 


是 V* OV 的 一 维 子 空间 . 试 找 出 该 子 空间 里 的 一 个 非 零 元 . 

3. 设 (p,V) ER G 的 F 表示 . 对 于 任何 k CN, 考虑 表示 的 和 : (p*，,V*), 这 里 V* 
是 大 个 FF 空间 VV 的 直 和 , 对 于 每 个 ge G 和 vw = (vi... v) € V*, 定义 p*(g)(v) = 
(p(g)v1,.…，p(g)vk). 令 Fi(V) 为 由 所 有 函数 f : {1,2,.…,k} 一 V 组 成 的 空间. 对 于 
$ € Fr(V) 和 ge G, 定 义 G 在 Fi(V) 上 的 变换 7(g): (7(9)f)(i) = PFG), VI < i < k. 
证 明 : 

(8) (7, Fe(V)) 是 G 的 F ER. 

(b) (7, Fe(V)) ~ (P, V*). 
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在 82.2 里 , 我 们 所 讨论 的 群 表示 的 合成 与 转换 只 涉及 一 个 固定 的 群 ， 现 
在 我 们 要 考虑 如 下 问题 : 一 个 群 的 表示 如 何 由 与 其 相关 的 其 它 群 的 表示 中 构造 
出 来 ? 

(2.3.1) 表示 的 提升 ”给 定 群 的 同 态 r : GK 和 群 K HRA: K 一 
GL(V), 我 们 可 得 到 G 的 表示 


p=mTT:G 一 GLIY)， (1) 


称 p 为 了 通过 r 的 提升 . 

显然 , 表示 7 与 p 有 相同 的 表示 空间 , 故 它 们 的 次 数 相同 . 特别 当天 是 G 
的 商 群 且 r 是 自然 映射 时 , p 被 简称 为 n 的 提升 . 

给 定 G 的 表示 (p,V), 称 


kerp = {9 € Glp(9) = iv} (2) 


为 表示 p 的 核 . 显然 , ker p 是 G 的 正规 子 群 . 如 N < G, 7 G/N 的 表示 , 又 
如 G 的 表示 p 是 n 的 提升 , W kerp DN. RZ, WE G 的 表示 (p,V), 令 M 为 
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G 的 任何 含 于 kerp 中 的 正规 子 群 , 则 p 引起 G/M 的 唯一 表示 7 使 下 图 交换 : 
G/M 


GL(V) (3) 
由 此 可 得 以 下 结果 . 
(2.3.2) 命题 NAG. 则 自然 映射 +:G 一 G/N 引起 双 射 : 
G/N 的 表示 集合 一 G 的 其 核 含 N 的 表示 集合 
mV) — mV) 
使 得 是 页 的 提升 . 


据 命题 (2.3.2), 我 们 可 把 G/N 的 表示 集合 与 G 的 其 核 含 N 的 表示 集合 等 
同 起 来 . 

下 面 要 介绍 两 类 重要 的 表示 , 它们 都 可 通过 表示 的 提升 来 得 到 . 

(2.3.3) 限制 表示 ÜH < G, WKAR i: H — G ( 即 i(z) = z,vz € H) 
是 群 的 同 态 . TE G 的 每 个 表示 p 都 可 通过 i 而 提升 为 H 的 表示 , WE pu, 称 
pH 为 p 在 瑟 上 的 限制 表示 , 又 称 p 为 py 到 G 上 的 扩充 . 

一 般 而 言 , H 的 表示 不 一 定 都 可 扩充 为 G 的 表示 . 当 这 个 扩充 存在 时 , 它 
也 不 必 是 唯一 的 . 

(2.3.4) HHRMA H <G 和 ge G. 则 映射 og: hh := ghg 是 
从 子 群 H9 := {h9 = ghg|h € H} 到 H 的 同 构 . 由 (2.3.1) 知 : H 的 任何 表示 
(P, V) 都 可 通过 og 而 提升 为 Hs 的 一 个 表示 , 记 作 (pV), 称 其 为 (p,V) HAE 
RAR. 对 于 固定 的 ge G, 映射 pop 是 从 H 的 表示 集合 到 Hs 的 表示 集合 上 的 
双 射 . 特别 , 当 H < G 时 , 给 定 H 的 表示 p, 记 T(p) = Telp) := {9 € Gp ~ p}. 
称 为 p 在 G 中 的 惯性 群 . 显然 , T(p) 是 G 的 含 H 的 子 群 . 惯性 群 对 于 将 要 研 
究 的 诱导 表示 理论 十 分 重要 ( 见 86.1). 

(2.3.5) 群 的 直 积 的 表示 现 考 虑 如 何 从 因子 群 的 表示 出 发 来 构造 群 的 直 
积 的 表示 . 设 G ER G 与 Ga WHR. 设 p: Æ G: 的 表示 , i = 1,2. B pi 是 从 
G = G1 x G2 到 G; 上 的 射影 : 


(91,92) — gi, i= 1,2. 


根据 (2.3.1), 我 们 可 通过 p: 把 ps 提升 为 G 的 表示 pj. 再 据 (2.2.1), 我 们 能 进 
一 步 作 表示 的 张 量 积 pi @ ps. 记 


Pi#p2 := pi ® pa. (4) 


82.3 ”表示 在 不 同 群 之 间 的 合成 与 转换 “61. 


于 是 : 
(pi#p2)(91,92) = pi(91) ® Palga), Woga) EG. © 

更 一 般 地 , 令 G = G1 x .… x Gr,r EN. 令 pi 为 G: 的 表示 , 1 < i < 7. WRN 

可 递归 地 用 上 面 的 方法 构造 出 G 的 表示 p#---#or, 它 满足 


(pitt ++ Her) (gis +++ 197) = Pn) B- 8 pr(9r), V91,°… ,9r) EG. (5) 


BR, deg (P1#--- #pr) = [] deg pi- (6) 


i=l 

注 : 今后 要 证 明 : 4 F =C 时 , G = G1 x … x Gr 的 所 有 表示 都 是 上 述 形 
状 表示 的 有 限 直 和 ( 见 (4.2.4). 于 是 , 关于 G 的 表示 的 研究 可 归结 为 对 其 因子 
群 的 表示 的 研究 . 

(2.3.6) 诱导 表示 ”我们 在 (2.3.5) 里 给 出 了 从 群 G 的 一 些 特殊 子 群 的 表示 
出 发 来 构造 G 的 表示 的 方法 . 现 考虑 更 一 般 的 情形 . HH < G. 我 们 要 从 五 的 
表示 出 发 来 构造 G 的 表示 . 为 此 , 我 们 要 介绍 诱导 表示 的 概念 . 研究 诱导 表示 
是 表示 论 最 中 心 的 课题 之 一 , 此 处 我 们 只 给 出 定义 与 一 个 例子 , 进一步 的 讨论 则 
要 留待 今后 去 做 . 

设 (p,V) 是 G 的 表示 . 设 9 是 p ETH H EAR, RW EV AR 
变 子 空间 , 则 (Ow, W) 是 H 的 表示 . 令 ge G. 由 于 


p(gh)W = plg)p(h)W = p(g)W, vheH, 


我 们 看 到 pl(g)W 只 依赖 于 元 素 g 所 在 的 左 陪 集 gH, FÆ, WR o 是 G 的 H 
ERR, 则 可 定义 W := p(g)W, 这 里 g 是 o 中 任意 元 素 . BM, {W.|o € G/H} 
被 plo) g e G, 所 置换 , AR SO We 是 V 的 子 表示 . 
veEG/H 

定义 称 G 的 表示 (p,V) 为 G 的 由 子 群 的 表示 (bw,W) 诱导 而 得 的 

表示 (或 简称 G 的 五 诱导 表示 ), 如 V = Q We. 
veG/H 

把 上 面 的 表示 p 记 作 Indl (Ow), (0w) 或 (9w)5, 同时 把 V 记 作 Ind%W， 
wg RWS. 

关于 诱导 表示 的 条 件 V = Q Wo 有 如 下 两 个 等 价 的 说 法 : 

o€G/H 
(a) 每 个 z eV 可 唯一 地 表 成 形状 z = > Zo, To E Wo. 
o€EG/H 


(b) iN RE G/H 在 G 中 的 代表 元 系 , 则 V = QD or)w. 
如 p 是 G 的 由 子 群 五 的 表示 0 诱导 而 得 的 表示 则 
deg p = |G : H]degð. (7) 
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(2.3.7) 例 设 互 < G. 令 (p,V) WG HEN F RR. WFE V i) FÆ 


{etree 使 得 
pls)er=est, Y3,t E G. 


AW H V 的 由 {eheu 所 张 成 的 子 空间 , 则 W 是 p(H) 不 变 的 . 记 8 = pm 
则 (0w, W) 是 H 的 正则 F 表示 , 我 们 有 


p = Indĝ ðw. 


习 a 
在 习题 1、2 中 , 设 G = 54 是 集合 {1,2,3,4} 上 的 对 称 群 . 则 
V = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} = ((12)(34), (13)(24)) 
是 S 的 正规 子 群 , 这 里 记号 (ii-i) 表示 置换 : 


pee ijn, 如 1<j<r, 
: is mj=r. 
通常 称 V 为 Klein 四 元 群 . TE 4 在 54 中 的 稳定 子 {7 e Salr(4) = 4} 同 构 于 3 次 对 称 
群 Ss, 且 存 在 群 同 构 : 
Sa SV x Ss. 
1， 验 证 群 V 有 一 次 矩阵 表示 o 使 得 o((12)(34)) = (—1) 与 a((13)(24)) = (-1). 
试 找 出 o 的 所 有 CHARRI RER Te(c), 从 而 证 明 o 的 不 等 价 G RMRRTREF 


[G : Te(o)]. 
2. 验证 : (a) 群 Ss 有 一 次 矩阵 表示 r 使 得 r((12)) = (-1) 与 r((23)) = (-1). 
-1 0 0 0 
= 0 0 -1 0 
(b) BE Se 有 4 次 矩阵 表示 p 使 得 p((12)) = i aa 
0 0 0 -1 
-1 0 0 0 0 0 O01 
0 -1 0 0 0 -1 0 0 
p((23)) = 0 0 0 4 » p((34)) = a are a i 
0 0 一 1 0 工 0 00 


(c) p ~ Ind§$r. 

3. 称 群 G 的 C 表示 (p,V) 是 实 的 , 如 果 p ~ 历 (p,V) 是 复 的 , MWR p x 万 TE: 
Clifford 群 CL(n) ( 见 §1.1, 习题 7) 的 一 次 表示 都 是 实 的 . 

4. 设 Qo = {+1,+i, +), tk} 是 四 元 数 群 . 设 H = Q @ Qi @ Qj @ Qk 是 由 四 元 数 在 
有 理 数 域 上 生成 的 除 环 . 则 Qo EH 上 的 左 乘 作用 使 得 H 成 为 Q[Q2] 模 . 
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(a) 证 明 : H 是 单 QIQa] 模 . 

&€=-(1+it+j+h/2EH. 

(b) HEB: 6 = 1. 

令 H = (2) 为 3 阶 循环 群 , 定义 H Æ H LAER: z- v= gv, Vv € H. 

(c) 证明: H 是 单 QIQ2 x H) 模 , 且 H 不 能 被 表 成 形状 MEN, 其 中 M 和 分 别 是 
单 QIQa] 模 和 单 Q[H] BE. 


82.4 表示 的 可 约 性 


在 群 G 的 所 有 表示 的 集合 中 , 我 们 希望 能 找到 这 样 一 个 子 集 , 使 这 个 子 集 
里 的 元 素 具 有 相对 简单 的 性 质 , 且 使 对 于 G 的 其 它 表示 的 研究 能 归结 为 对 于 这 
个 子 集 的 元 素 的 研究 . 为 此 , 我 们 要 研究 表示 的 可 约 性 . 

(2.4.1) 定义 如 G 的 表示 所 仅 含 有 的 子 表示 是 其 本 身 ， 则 称 p 为 不 可 
QR. 以 TeG 或 IrG 记 G 中 所 有 不 可 约 已 表示 组 成 的 集合 . 

如 G 的 表示 p 可 分 解 成 它 的 不 可 约 子 表示 的 直 和 , 则 称 p 为 完全 可 约 的 . 

ERRER KSUR: 称 G 的 表示 (P, V) 为 不 可 约 的 , 如 在 V 中 不 存在 基 
B = (wi,… ,un) MERX r, 1 <r <n, 使 得 每 个 pp(g), g e G, 是 形 如 


的 矩阵 . 

(2.4.2) 例 

(a) 因为 G 的 任何 表示 空间 的 维 数 都 是 正 整数 , 所 以 G 的 次 数 等 于 1 的 表 
示 总 是 不 可 约 的 . 特别 , 单位 表示 不 可 约 . 

(b) 设 (p,V) 是 G 的 表示 . HU 是 V 的 p(G) 不 变 子 空间 . HR B= 
(wn.… rUn) FE V BY F AE (u, ,ur) 是 U 的 下 基 . 取 V" 的 关于 B 的 对 侦 
基 (uf, --- uh): up (uj) = dij. 记 Ur 为 V* 的 由 wi,… ut 所 张 成 的 子 空间 , 记 
(p*,V") 为 (PV) AREA, 则 易 见 U* 是 p*(G) 不 变 的 . HUU 是 从 
V 的 子 表示 集合 到 V* 的 子 表示 集合 上 的 保持 表示 空间 包含 关系 的 双 射 . 这 推 
H: p 是 不 可 约 表示 当 且 仅 当 p* 是 不 可 约 表示 ; p 是 完全 可 约 表示 当 且 仅 当 p* 
是 完全 可 约 表示 、 

(c) 设 r: Gi 一 Go 是 群 的 满 同 态 , pi 是 G: 的 表示 , i=1,2, 且 pi 是 ps 通 
过 的 提升 . 则 m 是 不 可 约 (或 完全 可 约 ) 的 当 且 仅 当 po 是 不 可 约 (或 完全 可 
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约 ) 的 , 特别 , 当 N < G, B pi Sm 是 N 的 两 个 互相 共 轿 的 表示 时 , 上 述 结论 
成 立 . 


(2.4.3) 不 可 约 表示 在 给 定 表示 中 的 重 数 AE G 的 表示 (P, V). 设 (p,V) 
的 子 表示 序列 (01, Vi) = (P, V), (P2: Va) (Ors Ve) WE Vi DVD DVD 
Ver = 0, AVI < i < r, (pi)vv Æ G 的 不 可 约 表示 , 则 称 该 序列 为 表示 
(P, V) 的 一 个 合成 列 . ((pijwywsy Vi/ Vir) 1 < i S 称 为 该 合成 列 的 合成 因子 
由 群 表示 次 数 的 有 限 性 知 , 表示 (PV) 的 合成 列 总 是 存在 的 . 在 第 三 章 里 
我 们 将 要 证 明 G 的 表示 与 群 代数 FIG] 的 表示 在 实质 上 是 一 回 事 . 于 是 G 的 表 
示 也 与 FIG] 模 是 一 回 事 ， 因 此 根据 模 论 中 关于 合成 列 的 Jordan-Hölder EM, 
尽管 表示 (p,V) 的 合成 列 不 必 唯 一 确定 , 但 (p,V) 的 合成 列 的 合成 因子 多 重 集 
在 等 价 的 意义 下 由 (P, V) 所 唯一 确定 , 而 与 合成 列 的 具体 取 法 无 关 . 现在 我 们 可 
定义 G 的 不 可 约 表示 n 在 p 中 的 重 数 为 n 作为 p 的 合成 因子 所 出 现 的 次 数 . 
进而 , 我 们 可 写 
P 一 Mim +++ MaMo, (1) 


这 里 六 是 G 的 不 可 约 表示 , ms Em 在 p 中 的 重 数 . 显然 , mi > 0. 使 mi > 0 
的 不 可 约 表示 m 称 为 p 的 不 可 约 分 量 , 或 简称 为 p 的 分 量 . 如 另外 有 G 的 下 
表示 p 使 

PP 一 mim 十 … 十 mms， BWE m, < mi,Vi, (2) 


则 记 p! < p. 特别 , 当 m 是 不 可 约 表示 时 , 记号 p < p 表明 m 是 p 的 分 量 . 


习 题 

1. 证 明 : 如 Vz € G, 存在 G 的 不 可 约 表示 p, 使 得 p(z) #1, 则 存在 G 的 完全 可 约 的 
BERR. 

2. it char.F = p > 0,G = (2) Æ p 阶 循环 群 . 证 明 域 F _LAEREAER 2 一 + G :) 
可 约 , 但 非 完全 可 约 . 

3. 设 G = (2) 是 素数 p 阶 循环 群 , 设 M 是 以 {mo, ms,:… ,mp_1} 为 基 的 Q 向 量 空 
fA, 定义 p(x) 为 
mt 如 O<i<p-1, 
m, 如 i=p-1. 


nam = { 
2 
W p 是 G 的 正则 表示 . $ u= 2 m 5 wu =m- mia, <i < p—1. WEH N = Quo 
i=0 
pot 
与 Na = J Qu 是 M 的 不 可 约 G FHA M = N: @ M. 
提示 ”利用 多 项 式 Xp-: 十 … 十 和 十 1 eR Q 上 不 可 约 的 事实 . 
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4. 试 证 明 有 限 阿 贝尔 群 的 不 可 约 复 表示 都 是 一 次 的 . 


§2.5 ”和 群 的 表示 环 
为 了 介绍 群 的 表示 环 , 我 们 先 令 述 一 个 关于 群 G 的 F 表示 的 等 价 关 系 的 


命题 . 我 们 规定 零 维 F 空间 为 G 的 零 表示 , WE 0. 


(2.5.1) 命题 RU V 5 WHR GH PRR, 则 以 下 关于 表示 的 等 价 关 


ARE: 


(a) U@V)@eW~UE(VeW). 

(b) V@U~UeV. 

(c) O®@V~V@0~V. 

(d) (U@V)@W~U@(V@W). 

(e) V@V~VeuU. 

(f) U@lg~ 1g QU ~U (注意 1c 是 G 的 单位 表示 ). 
(g) V@(V@W) ~USV EU EW. 

(h) (U eV) ~U"@V*. 

(i) (U8 V) ~U* @V". 

0) Uy ~ U. 

(k) Hom(U,V) ~ U* @V. 

(1) Hom(V, W) ~ Hom(W*, V*) ~ (Hom(W, V))*. 
(m) Hom(V, W ® U) ~ Hom(V, W) ® Hom(V, U). 
(n) Hom(V @ U, W) ~ Hom(V, W) @ Hom(U, W). 


证 如 将 上 面 每 个 关于 表示 的 等 价 符号 的 两 边 都 看 作 F 空间 , 而 将 等 价 符 


号 都 换 作 关于 F 空间 的 同 构 符号 , 则 结论 是 众所周知 的 . 故 只 剩 下 验证 所 定义 
的 G 的 作用 与 自 左 而 右 的 自然 映射 相交 换 . 证 明 的 细节 留 给 读者 作为 练习 ， 口 


取 所 有 有 限 形式 和 Dri 组 成 的 集合 , 这 里 Vi 是 G 的 F 表示 , ni €Z. 


并 规定 : 如 V 与 W 是 等 价 的 表示 , W [V] = [W]. 记 这 样 的 集合 为 Re(G) 或 
R(G). 


在 R(G) 中 定义 合成 + 与 。 使 满足 : 
(a) MV 5 W Æ G 的 二 个 下 表示 , 则 
人 D 
Vow = Vew]. 
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(b) VD ni[Vi], $. m;[V;] € RC), 有 


ae + Em = Dui + mdi), 
i 了 
(2) 


(gri) o (z mutt) = Br [Va]. 


BR, 合成 + 与 。 由 条 件 (a) 5 (b) 所 完全 确定 . 由 命题 (2.5.1) 可 见 : 这 两 种 
合成 是 有 意义 的 . 特别 , 由 命题 (2.5.1) 的 (a),(b),(c) 知 : R(G) 在 合成 + 之 下 形 
成 一 个 阿 贝尔 群 ; 再 由 命题 (2.5.1) 的 (d),(e), (f),(g) 推出 : R(G) 关于 合成 + 与 
o 成 为 一 个 交换 环 , 其 零 元 素 与 乘法 恒 等 元 分 别 为 0] 与 [lc]. 称 Re(G) 为 群 C 
的 F 表示 环 , 或 简称 G 的 表示 环 . 
在 R(G) 中 定义 

VY := [V°]. (3) 

则 由 命题 (2.5.1) 的 (h),(i),0G) 推出 : 映射 


四 一 [和 


是 R(G) 的 二 阶 环 自 同 态 . 再 由 命题 (2.5.1)(k) MEF Hom 并 没有 引进 什么 新 
的 表示 . 最 后 可 见 , 命题 (2.5.1) (1) 是 (i), (G), (k) 的 简单 推论 . 
BIER > mi[W] € R(G) 的 所 有 系数 ni 都 是 正 整数 . 令 W = OVO 


@W), 括 号 里 是 mw A V; KEM. I W 是 G 的 满足 等 式 W) = ST nilV 的 表示 . 


R(G) 的 这 种 元 素 称 为 G 的 实在 表示 . 以 Rr(G)+ (或 R(G)*) E Rr(G) 的 实 
在 表示 集合 . 显然 , R(G) 的 元 素 都 可 写成 二 个 实在 表示 之 差 : > mi[W] = [Wi] ~ 


i 
[Wal, 这 里 G 的 表示 Wi, Wa 满足 等 式 [Wi] = J mV Wa] = 2 (r. 
通常 称 RO 的 元 素 为 G 的 广义 表示 、 为 方便 起 见 ,我们 常 记 Wi] Wa] 为 
Wi — W2. 


(2.5.2) Rc(G) 上 的 内 积 ” 由 命题 (2.5.1)(m), (n) 知 : 在 Re(G) 上 存在 唯 
一 的 整 双 线 性 型 (一 一) 使 得 对 于 V,W € Rc(G)+, 有 


(V, W) = dimcHomg(V, W). (4) 
我 们 要 证 明 :( 一 ,一 ) 是 Re(G) 上 的 一 个 内 积 . 我 们 有 复 空间 同 构 


Homg(V*, W*) Inve(Hom(V*, W*)) Inve((V*)* @ W*) 
& Inve(W* $ V) = Inve(Hom(W, V)) ¥ Home (W, V). 
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于 是 为 了 证 明 (一 一 ) 的 对 称 性 , 只 要 证 明 
dimcHomg(V, W) = dimc Homc(Y W*). 


由 命题 (2.1.11) 知 , 可 选取 向 量 空 间 V (R W) 的 基 B= (u, ,un) (或 C= 
(w,… ,wm)), 使 得 G 的 所 有 表示 和 矩阵 都 是 本 矩阵. 考虑 如 下 定义 的 从 Home(V， 
W) 到 Home(V*, W*) 内 的 映射 : 给 定 f € Hom(V, W), 将 f 写成 关于 基 B,C 
WEER f 

F- (un yun) = (vi, Um) Ee 
B Bt = (uj, us) (或 Ce = (vl, un)) 是 V* (或 W*) MRF BRC) 
的 对 偶 基 , 则 在 Hom(V*, W*) 中 存在 唯一 的 元 素 f*, 它 关 于 基 B,C» 的 矩阵 
形式 f: 

人 
满足 等 式 f* =F, AE POR FARA MER TED EM. 易 证 
f 是 G 不 变 的 当 且 仅 当 f* 是 G 不 变 的 . 故 f 一 * f* 是 从 Home(V,W) 到 
Homo(V*, W*) 内 的 映射 . 这 个 映射 是 双 射 且 保 持 加 法 运算 , 同时 对 于 任意 实数 
r, 有 等 式 r(f*) = (rf)*. 于 是 Home(V, W) 与 Home(V*, W*) 作为 实 向 量 空间 
是 同 构 的 , 它们 作为 复 向 量 空间 具有 相同 的 维 数 . 这 证 明了 (一 ,一 ) 的 对 称 性 . 

剩 下 要 证 明 (一 ,一 ) 是 正定 的 . 为 此 , 我 们 需要 一 个 结论 :“ 群 G 的 任何 复 表 

示 都 是 完全 可 约 的 ”. 它 是 以 后 要 证 明 的 定理 (3.1.1) 的 直接 推论 . 根据 这 一 结论 ， 
Re(G) 里 的 元 素 都 可 唯一 地 写成 形状 了 = Vi -V HEE Vi, Vo € Re(G)+ 且 与 
Ve 不 含 公共 的 不 可 约 分 量 . 由 于 对 于 G 的 任何 表示 w, Homc(W,W) 至 少 含有 


由 恒 等 映 射 的 纯 量 倍 组 成 的 一 维 子 空 间 . (V,V) = 》 dimcHome (Vi, Vi) > 0, 


等 号 成 立 当 且 仅 当 V = 0. 这 说 明 (一 ,一 ) 是 正定 的 , 因此 (——) 是 Re(G) 上 的 
内 积 . 


习 题 
1. 请 给 出 命题 (2.5.1) 的 证 明细 节 . 
2. $ G 为 有 限 阿 贝尔 群 . 试 描述 Re(G). 


提示 请 利用 82.1 习题 3 与 § 2.4 习题 4 的 结果 , 并 利用 结论 “G 的 任何 复 表示 都 是 
完全 可 约 的 ”. 
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研究 有 限 群 表示 理论 有 两 种 主要 方法 : 其 一 是 将 有 限 维 代数 的 结构 和 表示 
理论 应 用 于 群 代数 ( 因 有 限 群 的 表示 理论 与 相应 的 群 代数 的 表示 理论 实质 上 是 
一 回 事 ); 其 二 是 应 用 特征 标 理论 . 许多 结果 可 从 这 两 种 方法 中 的 任 一 种 获得 . 两 
种 方法 各 有 其 优越 性 .粗略 地 讲 , 特征 标 理论 对 于 处 理 表示 论 中 的 计算 问题 比 
较 得 力 , 而 代数 理论 则 有 利于 处 理 表 示 论 中 的 结构 性 问题 从 关于 群 表示 论 的 
文献 来 看 , 20 世纪 70 年 代 中 期 以 前 的 作者 偏重 于 特征 标 理论 的 居多 , 如 Serre, 
Issacs 等 . 其 特点 是 对 读者 所 要 求 的 预备 知识 较 少 , 便于 初学 者 较 快 掌握 并 运用 
有 关 理 论 . 但 在 处 理 一 些 理论 性 较 强 的 问题 时 , 代数 理论 就 显示 了 它 的 优越 性 ， 
因为 模 论 和 代数 理论 中 许多 相当 成 熟 而 强 有 力 的 结果 可 通过 群 代数 应 用 到 群 表 
示 理 论 上 来 . 因此 近 三 十 年 来 的 许多 数学 家 如 Curtis, Reiner 等 偏重 于 第 一 种 
方法 , 当然 , 这 两 种 方法 不 能 截然 分 开 . 许多 重要 定理 的 推导 得 力 于 这 两 种 方法 
的 巧妙 结合 . 


§3.1 群 的 完全 可 约 表 示 


让 我 们 先 回 忆 一 下 群 代 数 的 定义 ( 见 (1.3.2)(c)). 设 F[G] 是 以 G 的 元 素 为 
基 的 F ZR, 则 F 是 所 有 有 限 和 Jag, ag F 的 集合 . 它 关于 如 下 定义 


9EG 
的 乘法 成 为 FF 代数 : 


(= os) is ar) = 》 ooBngh, ag, Ph € F. 
gEG hEG 


ghEG 


$3.1 BHSTARR 7168 


称 FG) 为 G 在 上 的 群 代数 , 或 简称 为 G 的 群 代数 . 
设 (p, V) € Rr(G)+, 则 群 同 态 p: G 一 GL(V) 可 唯一 地 扩充 为 从 A = FIG] 
到 EndrV 内 的 下 代数 同 态 


F asg — J aop(9). 

FUR Av 是 由 p(G) 在 Endr V 中 生成 的 结合 子 代数 , KER G 在 p 下 的 包 络 
RM. 反之 , Wp: F[G] 一 EndFV 是 FIG] 的 表示 . 由 于 p(1) = 1v, 我 们 有 
p(9) € GL(V),Vg € G, 故 由 命题 (2.1.2) 知 p 在 G 上 的 限制 引起 G 的 一 个 表示 . 
FE, EARE F SAV 上 定义 G 的 一 个 表示 与 定义 相应 的 F[G] 表示 是 同 
一 回 事 . E V EEX G 的 表示 相当 于 给 Y 以 相应 的 FG 模 结构 . G 的 不 可 约 
表示 对 应 于 不 可 约 FG) 模 , 而 G 的 完全 可 约 表示 对 应 于 完全 可 约 FIG] 模 . > 
后 我 们 把 G 的 F 表示 与 相应 的 F[G] 模 等 同 起 来 , 不 加 区 别 . 

下 面 的 定理 给 出 FO 模 完全 可 约 的 一 个 判 则 . 

(3.1.1) 定理 (Maschke) it char. Ft |G|, 则 任何 F[G] 模 是 完全 可 约 的 ， 

证 BV Æ FGR, w 是 V 的 子 模 , WV 与 W 都 可 被 看 作 FS. > 
Uo 为 W 在 V 中 的 补 空间 , BV =W e Uo, & o 为 相应 的 从 V 到 W 上 的 射 
E, 则 y 是 F 线性 映射 . SEURI bs V 一 Ww 如 下 : 


Wo) =F ote), Wev. a) 
IGI gEG 


TW y EE F 线性 的 . pi 
w(hv) = a: Ler lp(ghu) 


= Gq DL Nah) to (gh) =h. wv), Yh €G, 
加 gEG 


BRU y Æ FIG] 模 同 态 . 
令 we WW 有 : 
gwEW, WEG. 


, 于 是 plgw) = gw 
这 推出 yw) =w. BW eV, 有 vv) ew, 


V(Y(e)) = vlo). 


于 是 plv — v(v)) = plv) 一 %(o) = 0, Bl v— Y(v) € Kery. $ U = Kery. 则 
v= ¥(v) + (v—Y(v)) EW +U. 这 推出 V=W+U. 
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BJA, W w e WOU, w= vw) = 0. 于 是 
V=WouU. 


由 定理 (1.4.5), 本 定理 得 证 . 口 
(3.1.2) 推论 群 代数 F[G] 是 半 单 的 会 char. F ł |G]. 


证 (€): 由 定理 (3.1.1) 直接 推出 . 
(>): BE char. FJIG|， #8 FIG] 的 元 素 z = Doo. 它 是 非 零 元 , 且 
EG 
满足 i 
gz=z=29, Vg EG. 
因此 Fz 是 PIG] 的 理想 , 由 于 char. F||G|, 我 们 有 
v= > 92 = (Gz =0. 
VEG 
故 Fz 是 FIG] WARS AES HAR, 这 推出 Rad. F[G] 关 0， 因 此 据 定理 (1.6.4), 
FIG) 不 是 半 单 的 . o 

关于 F[G] 模 完全 可 约 的 Maschke 定理 可 用 G 的 矩阵 表示 作 明 显 的 描述 . 
从 历史 上 讲 ，Maschke 最 初 正 是 在 F = C 的 假定 下 用 和 矩阵 的 形式 来 叙述 这 一 
定理 的 . 后 来 , Dickson 把 Maschke 定理 推广 到 任意 满足 条 件 char.F+ |G| 的 域 
FL 上 . 

由 于 G 的 表示 与 F[G] 模 的 对 应 关系 , 上 面 的 Maschke 定理 可 用 作 G 的 
表示 的 完全 可 约 性 判 则 , 下 面 我 们 再 给 出 一 个 关于 G 的 子 群 表示 的 完全 可 约 性 
判 则 ， 

(3.1.3) 定理 (Clifford) it H <G,p € ÑrrFG. 则 py 完全 可 约 , 且 py 的 
所 有 不 可 约 分 量 都 互相 共 罗 且 有 相同 的 重 数 ， 

证 RV Bp 的 表示 空间 , U 是 V 的 不 可 约 FIH] 子 模 . 显然 >`9U 是 

G 

V 的 含 U 的 G 不 变 子 空间 . 于 是 由 V 的 不 可 约 性 知 V = QU. She HS 
yeu, wW 

h(gy) = (hg)y = g(g7*hg)y € gU, (2) 
故 gU 是 五 不 变 的 . 设 (0,U) 5 (0', gU) 是 由 p 所 引起 的 H 的 二 个 表示 . 由 
(2) 式 得 

o'(h)o(g)y = p(g)( 0) (h)y. 

由 于 y gy 是 从 U 到 gU 上 的 下 线性 同 构 , o 与 o HAS. 于 是 gU 是 不 
可 约 FU] BV = gl 是 不 可 约 FLH| 子 模 的 和 , 其 每 一 项 所 对 应 的 五 的 表 


83.1 ” 群 的 完全 可 约 表 示 a: 


REAY. 由 定理 (1.4.5) 知 V ER gU 的 直 和 . 于 是 pu 完全 可 约 , 且 它 的 
PTAA. 如 Ui 与 Vs 是 同 构 的 不 可 约 FIH] 子 模 , 则 gU 与 9U2 
也 是 同 构 的 不 可 约 FIH] 子 模 . 这 推出 每 个 ge G 置换 FIH] 模 V 的 齐 次 分 支 ， 
故 G 通过 p 作用 在 FLW] V 的 齐 次 分 支 的 集合 5 上 . 进而 , MMU 是 V 的 任 
何不 可 约 FIH) F, 则 V 的 任何 其 它 不 可 约 FH) 子 模 同 构 于 某 gU, 所 以 G 


在 S 上 的 作用 是 可 迁 的 . 这 推出 V 的 所 有 不 可 约 分 量 有 相同 的 重 数 . 口 
以 上 是 两 个 关于 群 表示 完全 可 约 性 的 判别 准则 , 下 面 我 们 要 讨论 群 的 完全 
可 约 表示 的 一 些 性 质 . 


设 (p,V) € RF(G)+ 与 A= FIG), 如 Ay 有 双重 中 心 化 子 性 质 , WK p 有 
双重 中 心 化 子 性 质 . 


(3.1.4) 定理 G 的 任何 完全 可 约 表 示 p 有 双重 中 心 化 子 性 质 . 


证 据 G 与 FIG] 的 表示 的 对 应 关系 , 我 们 的 结论 可 直接 从 定理 (17.2) 
推出 . 


据 推论 (3.1.2), 当 char. Ft |G] 时 , F[G] 是 半 单 的 , 此 时 , 定理 (1.7.5) 允许 
我 们 写 
4= F[G] = 41 @:…® As (3) 


这 里 hi 是 形 如 A(Ni) 的 单 分 支 , Fre4 = {Nill < i < s} 是 不 可 约 4 模 同 构 类 
的 代表 系 , 进而 , 如 Pi = (EndaNi)cp,mi 为 Ni 在 正则 AR 44 中 出 现 的 重 数 ， 
则 A; S Mn,(Di). 于 是 


A Mn, (D1) ®--- ® Mn, (Ds)- 


令 三 为 4 在 hi 中 的 极 小 非 零 左 理想 . 则 由 定理 (1.5.4) 知 : r 提供 G 的 
一 个 不 可 约 表示 . I, 与 1; 提供 G 的 等 价 表示 当 且 仅 当 i = j, G 的 每 个 不 可 约 
表示 总 可 从 某 一 个 五 上 得 到 , 于 是 |IrrpG| = s. 

现在 让 我 们 来 决定 由 I 所 提供 的 不 可 约 表示 的 次 数 . > {eijll < ij <n} 
为 Mn(D) 的 矩阵 单元 集 , BI eij 为 Mn(D) 中 的 (i,j) 系数 等 于 1, 其 余 系数 等 
于 0 的 矩阵 , 这 里 D 是 可 除 代数 . 则 


M,(D) = M,(D)eu ®--- ® Mn(D)enn (4) 


是 极 小 非 零 左 理想 的 直 和 分 解 . 这 些 直 和 项 作为 左 Mn(D) 模 相互 同 构 , 如 把 D 
等 同 于 Mn(D) 中 由 纯 量 和 矩阵 组 成 的 子 代数 , 则 Ma(D) 可 看 作 D 上 以 {eij} 
为 基 的 向 量 空间 , 显然 , dimp Mn(D) = n?. 


M,(D)ex = Deri @--- ® Deni, 
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所 以 dimp M,(D)ex =n. 令 4= dimp D, WH 
dimp Mn (D)e; - dimp D = nd. 
于 是 , 如 果 d; = dimp Di 则 dim i = nidi, 特别 , 当 F 是 代数 闭 域 时 , 推论 


(1.4.3) 告诉 我 们 : D: = F, Vi. 此 时 有 dimp i = ni. 
我 们 把 以 上 结论 总 结 如 下 : 


(3.1.5) 定理 iż A= FIG] 与 char. F1|G|. MA: 
(a) 存在 4 的 关于 F 代数 单 分 支 的 直 和 分 解 
A= A1@:…@ Ah,. 
(b) VI < i < s, 存在 FETRRK Di 与 ni EN 使 得 
Aji = Mn, (Di) 
(c) PRE 是 hi 的 极 小 非 零 左 理想 , 则 I 提供 了 G 的 不 可 约 表示 pi L 
IrrG = {pill <i< 5}. 


(d) 令 dimp Di = di,V1 < i < s, 则 deg pi = nidi. 特别 , HF 是 代数 闭 域 
时 ,有 Di=F 和 deg p; = ni. 

我 们 知道 : G 对 F[G] 的 左 乘 作用 引起 G 的 正则 表示 . 故 由 (4) 式 得 到 : 

(3.1.6) 定理 沿用 定理 (3.1.5) 的 假设 和 记号 . N pi citrpG Æ G 的 正则 
表示 中 出 现 的 重 数 是 ni. 


定理 (3.1.5) 告诉 我 们 : M char. Ft |G] 时 , G 的 不 可 约 表示 等 价 类 的 个 数 
等 于 4 = FIG] 的 单 分 支 A 的 个 数 s. 我 们 要 问 : 这 个 数 与 群 G 的 本 身 结构 有 
怎样 的 关系 ? 换 句 话说 , 我 们 希望 知道 这 个 数 的 群 论 意义 . 为 此 , 让 我 们 先 来 研 
究 4 的 中 心 2(4). 由 (3) 式 与 定理 (1.5.4),(1.7.5) Al: 


Z(A) = 2(41) ©.…@ 2(4,), (5) 


这 里 ,2(4i) 2Z(Mn,(Di)) S Z(D:) 是 域 , 它 也 是 半 单 交换 代数 Z(4) 的 单 分 支 ， 
所 以 s 等 于 Z(A) 的 单 分 支 个 数 . 现在 让 我 们 来 确定 Z(4) 的 F Æ. 

(3.1.7) 命题 RGC=GUAU- UG 是 G 的 共 示 类 分 解 , BES = 
{1}. 令 Ki A G ži J g. M (Kı, ,Kr) 是 2Z(FIG]) 4 FR. 


IEF: 


证 RNA 


hIKih= > h’gh= Do g=Ki, YheG,1<i<r, 
IEC: IEC: 


OC 
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故 Ki 与 G 的 每 个 元 素 相交 换 . 从 而 Ki 也 与 FIG] 的 每 个 元 素 相交 换 , 即 Ki e 
Z(FIG). BZ, BK = Y w9 € ZPIG]), 这 里 yo € F, 则 由 
gEG 


h-1Kh= 》 yh tgh = DYhon-19 
gEG gEG 

推出 Yhgh- =Y% VheG, 

即 在 表达 式 K =D y9 中 属于 G 的 同一 共 固 类 的 二 个 元 素 g,g' 的 系数 Yo, Yo 

相等 , 故 K 是 Ki,… , K, 的 FF 线性 组 合 . 显然 , K1,… , K, 是 F RETR, 

因此 (K1,… , Kr) 形成 Z(FIG]) 的 下 Æ. 口 


根据 命题 (3.1.7) 与 分 解 式 (5), 我 们 有 


r = dimp Z(A) = Y dime Z(Ai) > s. 
i=1 
于 是 + = s 4AM Z(A:) =F, Vi, HF 2(A) 是 尺 上 有 限 次 扩 域 . —B F H 
代数 闭 域 , 所 有 的 2Z(4;) 便 都 等 于 F. 此 时 , G 的 不 可 约 表示 等 价 类 的 个 数 等 于 
G 的 共 示 类 的 个 数 . 


(3.1.8) 定理 设 群 G 与 代数 闭 域 满足 条 件 char. FtG) & s X G 的 
SRR 则 


(a) [ErrG| = s. 
(b) 如 ErpG = {p1,… , ps},mi = deg pi, 则 
{Gl = En? 
i=1 
证 (a) 已 证 实 . 
(b) 可 由 推论 (3.1.2) 与 (1.7.6) 导出 . 口 
(3.1.9) 例 


(a) 设 G = (z) 是 由 元 素 z 生成 的 n 阶 循环 群 , 则 4 = CIG] 是 n 个 C 的 
HA, 于 是 |ErG| =n. 每 个 pe IrrG 有 次 数 1. 它们 所 对 应 的 矩阵 表示 是 


zr (e/m), 
这 里 (erir/") 是 1x1 SB, i= VTI Ar € {1,2,--- ,n}. 
(b) 设 G = Dn = (r,s\r" = s? = (rs)? = 1) 是 二 面体 群 . D。 的 元 素 是 


r*rks,0<k < n-1. 我 们 有 关系 式 sr =r*s. 于 是 (rks)2 = 1, Da PHM rks 
的 n 个 元 素 都 有 阶 数 2. 由 关系 式 rtr! = rkti,rk(ris) = rktis, (ris)rk = ri-kg 
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与 (rksj(rls) = rk! 易 见 : Mn = w+, vd 1, 则 存在 > 十 2 ASR, 其 代表 
元 是 17,1 < k < vs; W n= 2r, v > 1, WEE v +3 PHAR, 其 代表 元 是 
Lrt,l<k<v,s,rs. 另 一 方面 , GEC 上 不 等 价 的 不 可 约 矩 阵 表 示 如 下 : 

(i) n=2v4+1, v21. 

pi, 单位 表示 . 

po, 次 数 等 于 1 的 矩阵 表示 , 其 满足 : r (1),s > (一 1). 

onl < 1<v, 次 数 等 于 2 的 矩阵 表示 , 其 满足 : 


w 0 0 1 
lk aa) (2 ae (6) 


这 里 w = e2ri/n. 

(ii) n = 2v,v > 1. 

pr, 单位 表示 . 

po, 次 数 等 于 1 的 矩阵 表示 , 其 满足 : r> (1),s 一 (-1). 

ps, 次 数 等 于 1 的 矩阵 表示 , 其 满足 : > 一 (-1),s (1). 

pa, 次 数 等 于 1 的 矩阵 表示 , 其 满足 : r 一 (-1),8 > (一 1). 

ou41<1gv 一 1, 如 同 (6) R. 

易 验 证 上 述 表示 都 不 可 约 且 互 不 等 价 , 它们 构成 Dn 的 不 可 约 表示 等 价 类 
的 代表 系 , 4 n = 2w +1 Rf, 1 二 1+v:22 = 2(2v41) = 2n; 当 n = 2v 时 ， 
4-1+(y—1)-2? =4y = 2n. 


习 题 


1. 设 Gi 5 G2 是 二 个 群 , G = Gi x Go. 证 明 : 存在 F 代数 同 构 : F[G x G2] = 
FIG1] 8r FIGa]. 

2. 验证 Maschke 定理 的 如 下 推广 : 令 p 为 G 的 表示 , H < G. 设 char. Ft [G : H). 
TEA: 如 pu 完全 可 约 , 则 p 也 完全 可 约 . 

3. 对 于 有 限 维 F 空间 V, 定义 射影 线性 群 PGL(V) 为 GL(V)/F", 这 里 F” 是 由 
的 非 零 元 组 成 的 乘法 群 ,其 等 同 于 CLV) 中 由 所 有 纯 量 和 矩阵 组 成 的 乘法 群 ， 称 群 同 态 
p: G 一 PGL(V) 为 G 的 射影 表示 . Yg € G, 令 ulg) 为 陪 集 p(g) € PGL(V) 在 GL(V) 
中 的 代表 元 , W jp(g192) = Yor,024(91)u(92), 这 里 Vorga E F*. 试 定义 射影 表示 的 子 表 示 与 
射影 表示 的 完全 可 约 性 , 并 证 明 关于 射影 表示 的 类 似 于 Maschke 完全 可 约 性 定理 的 结果 . 


§3.2” 群 表示 的 分 裂 域 


给 定 扩 域 E/F. 我 们 要 考虑 群 的 不 可 约 E 表示 与 不 可 约 F 表示 之 间 的 
联系 . 


§3.2 BRANDS + 78° 


在 本 节 里 , 当 我 们 谈 及 群 G (或 群 代数 F[G]) 的 表示 p 时 , 总 假定 已 选 定 了 
p 的 表示 空间 的 一 组 基 B. 我 们 把 p 与 矩阵 表示 ps 等 同 起 来 , 于 是 YW EG, 我 
们 将 用 术语 “ p(9) 的 矩阵 ” 或 “矩阵 p(g) ”来 称呼 pe(9), 尽管 plg) 的 矩阵 依 
OTE B 的 选取 , 但 在 等 价 的 意义 上 唯一 确定 . 

设 pe Rr(G)*, Wl p 把 G 映 到 F LAREN, 故 p 也 把 G RE E 
上 可 逆 矩 阵 群 内 . 我 们 可 把 p 看 作为 G 的 E RR, 记号 pP 表明 我 们 把 p 看 作 
E 表示. 如 pi 与 pz 是 等 价 的 FF 表示 , 则 pF 与 pF 必 是 等 价 的 ERR. 如 p 
对 应 于 FIG) BV, WV" := Ber V 便 是 p2 所 对 应 的 E[G] 模 . 显然 

deg p = dimp V = dimg p” = deg p”. 

G 的 下 表 示 p 可 线性 地 扩充 为 FIG] 的 表示 , 后 者 仍 记 作 p. 于 是 EG) 的 
表示 p® 是 FIG) 的 表示 p 的 扩充 . 根据 83.1 一 开头 的 讨论 , 作为 G H PR 
示 的 p 与 作为 FIG] 的 表示 的 p 可 等 同 起 来 , 故 这 种 记 法 不 会 引起 混乱 , 于 是 
InpG 也 可 被 看 作 F[G] 的 不 可 约 表示 等 价 类 的 代表 系 . 

如 ps 不 可 约 , 则 p 也 不 可 约 . 但 反之 不 一 定 对 , 当 p 不 可 约 时 , pr 仍 可 能 
是 可 约 的 . 

(3.2.1) 例 设 G = (9) 是 4 阶 循环 群 , F =R. 我 人 有 二 次 R 表示 (p,V) 
使 p(g) 关于 V 的 基 B = (u,v) 的 矩阵 为 


pB(9) = É 3 : 


因为 该 矩阵 的 特征 多 项 式 是 72 +1, 所 以 p 是 G 的 不 可 约 R 表示 . 现 考虑 C 表 
示 pe. VC RÆ C = (z =utiv,w=u-iv), 

0° (g)z = p(g)u + ip(g)v = —v + iu = iz, 

p°(9)w = p(g)u — ip(g)v = —v — iu = —iw. 
于 是 Cz 与 Cw 是 pc(G) 不 变 子 空间 , 不 可 约 表示 p&, 与 p&。 不 等 价 . 


(3.2.2) 定义 设 pe RF(G)+. 如 对 于 FF 的 每 个 扩 域 E, p 都 不 可 约 , 则 
称 p 为 绝对 不 可 约 表 示 . 

(3.2.3) 定理 设 peIrpG 5 deg p= n, 则 下 列 条 件 等 价 : 

(a) p 是 绝对 不 可 约 表示 . 

(b) 对 于 F 的 每 个 有 限 次 扩 域 , p5 RTH. 

(c) p(G) AK M,(F) 内 的 中 心 化 子 由 纯 量 矩阵 组 成 . 

(d) e(F(G)) = Mn(F). 
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证 (a) 一 (b): 显然 . 
(b)=>(c): 设 ze Mn(F) WE: 


xp(g) = p(9)z,Yg E G. 


设 E/F 是 有 限 次 扩 域 使 E 含 z RIE à. 因为 ps 是 E) 的 不 可 约 表示 ， 
MB z -Xl 是 奇异 矩阵 , 它 与 所 有 的 p(9),9 € G, 相交 换 . 故 由 引 理 (1.4.2) 知 
z—d1=0. 这 推出 (9). 

(c)=>(d): 由 定理 (1.7.2) 推出 . 

(d)=>(a): BUR L WE L F. 因 每 个 ze Mn(L) 是 Mn(F) 中 和 矩阵 的 工 
性 组 合 . HL p(L[G]) = Mn(L). 这 说 明 pr 不 可 约 . 


(3.2.4) 定义 如 G 的 每 个 不 可 约 局 表示 是 绝对 不 可 约 的 , 则 称 FAG 
的 表示 的 分 列 域 , 或 简称 为 G 的 分 裂 域 . 


根据 定义 (3.2.4) 与 定理 (3.2.3), 当 char Ft |G| 时 , FAG MABRY 
仅 当 FIG) 的 每 个 单 分 支 是 上 分 裂 中 心 单 代数 ( 见 定义 (1.10.1)), 即 FIG] 有 
如 下 形状 的 单 分 支 直 和 分 解 : 


FG] & Mn, (F) © ++ @ Mn, (F). 
(3.2.5) 推论 d F ARAM, 则 F RAHM PRM, 


证 因 F 没有 非 平 凡 的 有 限 次 扩 域 , 所 以 对 于 任何 群 G PENNUT F 
表示 , 定理 (3.2.3) 的 条 件 (b) 成 立 . 

RFR GC HAR, E D F. 则 G 的 每 个 不 可 约 pee pRETEUR 
E BIR p”. 设 IrpG = {pi}. 我 们 要 证 IrrgG = {pF}. 

设 V 是 FI[G] 模 . 如 V 有 子 模 列 


V=WIOWI...DW = 1{0} 


使 每 个 Vi_1/Vi 是 不 可 约 模 , 则 称 该 子 模 列 为 V 的 合成 列 , 称 Vi-1/Vi WV 的 
合成 因子 . 关于 F 代数 上 模 的 Jordan-Hilder 定理 断定 : V 的 任意 二 个 合成 列 
的 合成 因子 多 重 集 在 等 价 的 意义 下 是 相同 的 . 作为 V 的 合成 因子 而 出 现 的 不 可 
约 模 W 称 为 V 的 不 可 约 分 量 , 或 简称 为 V 的 分 量 . 

上 面 的 定义 也 可 用 矩阵 表示 的 语言 来 叙述 , 如 p 是 G 的 对 应 于 PIG] HV 
的 F 表示, 则 p 等 价 于 如 下 形式 的 矩阵 表示 r: 

71(9) * 
7(9) = my) 网 , Wg EG, 


0 T™(9) 


83.2 SRR aT, 


这 里 n 是 对 应 于 合成 因子 V/V; 的 不 可 约 表示 , 故 它 也 是 p 的 不 可 约 分 量 . 
由 Jordan-Hélder 定理 可 知 : 表示 p 只 有 有 限 多 个 不 可 约 分 量 . 


(3.2.6) 推论 

(a) A peltrG 是 正则 已 表示 preg 的 商 表示 . 

(b) [ErrG| < 00. 

(0) 如 马祖 与 7EITpG, 则 丰 在 业 pEIrpG 使 7< pE. 


证 (a) 是 引 理 (1.5.3) 的 直接 推理 . (b) 可 从 (a) 与 Jordan-H6lder 定理 扒 
出 . DA oE, 是 G 的 正则 E RR, 故 r < pre 于 是 必 存 在 preg 的 不 可 约 分 量 
pit r< pE. BR, p €InrG. a 


(3.2.7) 引 理 3 IrrpG = {p;}. + 
I, = {e € F{G] | pi(z) = 0}, Vi. 
则 Rad.F[G]=(\h. #41, 当 FIG] 是 半 单 时 有 门 =0. 
i i 


证 记 I= 门 SN = Rad FG). 则 工 是 FIG] 的 理想 . 正则 FIG] 模 

44 = FIG] 有 合成 列 : 
44=MiDMD…2DM+l=0， 

这 里 M: = M:/Mi 是 不 可 约 FIG] 模 , Yi,1 < i <t 因为 工 零 化 每 个 Mi, 
故 IM; C Min, Vi, 这 推出 下. 44 = 0. 由 于 1e 44, 我 人 有 r = 0. 这 推出 
ICN. 反之 , AN 是 FIG) OSB, 所 以 存在 ne N 使 N" = 0. 为 了 证 明 
N C1, 只 要 证 明 : vi, 有 NM: = 0. 如 该 结论 不 成 立 , 则 存在 某 j,1 < j <t, E 
NM; +0. 由 Mj 的 不 可 约 性 知 NM; = M;. 于 是 0 = NM; = Mj;. 这 是 不 可 
能 的 . 于 是 我 们 有 N = 1. 余下 的 结论 可 从 定理 (1.6.4) 推出 . 口 

下 述 结论 对 于 建立 G 的 F 表示 的 等 价 性 很 有 用 . 


(3.2.8) 定理 设 pe JzpG,ae FG). 则 存在 be FIG] 使 p(b) = pla), 且 
Vr € IrrrG,r ~ p, A 7(b) =0. 


证  InrG = {pi}. & l = {z € FlGjlpi(z) = 0}. 由 引 理 (3.2.7) 知 : 
N=()h & FIG) 的 根基 . > 4 = FIG]/N, 则 每 个 pi 可 被 当 作 已 代数 4 的 表 


示 , 且 它 们 两 两 不 等 价 . 特别 , 由 定理 (1.6.4) 知 4 是 半 单 的 . 再 由 定理 (1.5.4) 
知 : A 有 极 小 理想 Mi 使 p(Mi) =0, Vi, 7 Ai, B 


PCMi = pi(A) = pi(F{G)). 
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现 设 p= pi, 可取 be Mi ME p(o) = pla). 此 时 显然 有 
pi(b) = 0, Vj > 2. 口 


(3.2.9) 推论 i p,7 € TFG, E Æ F HPR, Bp” 与 TF 有 公共 不 可 约 
分 量 , 则 p~r. 


证 设 5 是 p2 与 r2 的 公共 不 可 约 分 量 . Kp or. 把 p 与 7 看 作 FIG 
的 表示 . 由 定理 (3.2.8), 可 取 be FIG] fH p(b) = p(1) 与 r( = 0. 因 p®(b) 是 
恒 等 矩 阵 , 故 C(b) 也 是 恒 等 矩阵 , 另 一 方面 , 由 reb) EPERE C(b) UAT 
矩阵 . 这 个 矛盾 说 明 p ~ 7. 


推论 (3.2.9) 告诉 我 们 : 推论 (3.2.6)(c) 中 的 表示 p 在 等 价 意 义 下 唯一 存在 . 


(3.2.10) 推论 HF XG 的 分 裂 域 .IIrpG = {pi}. REA F OPM, 则 
E LA G HTAR, H IrrpG = {pF]1 < i < n}. 


证 vi, pi 都 是 绝对 不 可 约 的 , 所 以 pE 也 都 绝对 不 可 约 . 由 推论 (3.2.9) 知 : 
Vi, pF 两 两 不 等 价 . 最 后 , 设 7 e TfpG. 由 推论 (3.2.6)(c), PER i 使 9 是 pF 
的 不 可 约 分 量 . 因 pg 不 可 约 , 这 推出 9 ~ pF. o 


至 此 , 我 们 对 于 扩 域 E/F 建立 了 群 的 不 可 约 E 表示 与 不 可 约 F 表示 之 间 
的 联系 . 下 面 给 出 一 个 关于 分 裂 域 的 子 域 是 分 裂 域 的 判别 准则 . 


(3.2.11) 定理 REAG 的 分 裂 域 , FRE WFR, N FAGAT 
当 且 仅 当 G 的 每 个 不 可 约 ERRATE në, 这 里 yc IrrpG. 


证 (>) F ÆG 的 分 裂 域 , 由 推论 (3.2.10) 知 G 的 每 个 不 可 约 E RR 
有 所 要 求 的 形式 . 

(<) Br € IrpG 使 p 是 75 的 不 可 约 分 量 . 由 假设 知 存在 7 e IrrrG 使 
nE ~ p. 于 是 nE 57E 有 公共 的 不 可 约 分 量 . 再 由 推论 (3.2.9) 知 ~r. 于 是 
TE 是 绝对 不 可 约 的 . 由 定理 (3.2.3)(a)、(c) 推出 : 与 每 个 r(9)，9 e G, 相交 换 的 
五 矩阵 是 纯 量 和 矩阵. 再 由 定理 (3.2.3)(c), (a) 知 r 绝对 不 可 约 . 口 

(3.2.12) 命题 设 下 CC. 我 们 有 如 下 等 价 的 令 述 : 

(a) FRG 的 分 裂 域 . 

(b) Y(o,V) € Re(G)+, Æ V th C Æ$ B 4È peg) € Mn(F),vg € G. 

(c) V(p,V) € 还 cG, #Æ V th C $ B 4È pa(g) € Mn(F),Yg € G. 

(d) G 的 任何 不 可 约 复 短 阵 表示 都 相似 于 它 在 F 上 的 一 个 矩阵 表示 . 

这 里 (b) 5 (c) 中 的 整数 n 都 等 于 deg p. 


证 由 推论 (3.2.5) 知 C 是 G 的 分 裂 域 ,于 是 (a) 与 (c) 的 等 价 性 可 从 定理 


53.2 MARKII 79: 


(8.2.11) 推出 . (b) 与 (0) 的 等 价 性 是 由 于 G 在 特征 数 为 零 的 域 上 表示 的 完全 可 
约 性 . 而 (d) 不 过 是 (c) 的 矩阵 表述 . o 


(3.2.13) 命题 BRR F 与 群 G, 存在 F HARATRERERGH 
RRR, 


证 设 互 是 FF 的 代数 闭 域 . 由 推论 (3.2.5) 知 : F Æ G 的 分 裂 域 、 设 
{pijier = JzpG.， 由 推论 (3.2.6)(b) 知 |{pi}| < oo， 故 只 有 有 限 多 个 F 中 元 
素 作为 矩阵 pi(g),vg € G,i € I 的 系数 而 出 现 , 这 些 元 素 在 F 上 生成 的 域 E Æ 
F 的 有 限 次 扩 域 . 由 于 每 个 pi,i e 可 被 看 作 G 的 E 表示 , 据 定理 (3.2.11) A 
EG HARM. 口 


习 题 


1. Bp: A> Ma(F) 是 下 代数 4 的 下 表示 . TER: p 是 A 的 绝对 不 可 约 表示 
+ dimp p(A) = d?. : 

2. $ k = char. F,Q2 为 阶 数 等 于 8 的 广义 四 元 数 群 . 

(a) 如 大 关 2, 则 Qa 有 唯一 的 次 数 大 于 1 的 不 可 约 F RR. 

(b) an k #0, WF FE Qe 的 分 裂 域 

(c) Mk =0, 则 下 是 Qo 的 分 异域 当 且 仅 当 一 1 是 下 的 二 个 平方 元 的 和 . 

3、 设 FF 的 扩 域 E 是 G 的 分 列 域 . 则 是 否 一 定 存 在 分 裂 域 K 使 FCKCE 与 
[K : F] < 00? 请 分 别 对 char. F =0 或 #0 两 种 情形 考虑 . 

提示 SRF =QE=Qa,8) SC 与 G= Qs 的 情形 , 这 里 0,6 是 适当 的 超越 
TER. 

4. 设 pe Rr(G)+. 设 存在 F WTR E E ps 完全 可 约 . 证 明 : p 完全 可 约 . 

提示 “考虑 p(Rad.F[G]). 然后 利用 下 述 结果 : > M 为 FG 模 . 则 M 完全 可 约 当 且 
仅 当 (Rad.F[G])M = 0. 该 结果 可 从 定理 (1.6.4) 推出 . 

5. 设 p 是 G 的 完全 可 约 F 表示 , ED F. 证 明 p 完全 可 约 . 

注 类 似 的 结论 对 于 非 群 代数 的 代数 一 般 不 成 立 . 

6. 设 G = (z) En 阶 循环 群 . 对 于 n 的 每 个 正 因 子 d, $ Ba(X) 为 d 次 分 圆 多 项 式 ， 
Ga 为 Q 上 d 次 单位 原 根 (I §1.2). 

(a) 证 明 : 群 代数 QG) 有 如 下 的 关于 单 分 支 的 Wedderburn 分 解 ( 见 定理 (1.5.4)): 


QG) = BD QAXI/(Pa(X)) = AAU). 
din djn 
(b) 证 明 : QIGn] 是 群 G 的 分 异域 
(c) 确定 集合 Irra) (G)- 
AR FEA Q 代数 同 构 Q[G] & Q[X]/(X” — 1) 和 等 式 X” 一 1 = Iranga(X)， 
这 里 X 是 域 Q 上 不 定 元 . 再 证 明 Q 代数 同 构 Q[X]/(X" - 1) & HAUXE) 和 


djn 
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QIX]/(®a(X)) = Qla). 
7. 由 有 限 交换 群 的 结构 定理 知 : 每 个 有 限 交 换 群 都 同 构 于 有 限 个 循环 群 的 直 积 . 利用 该 
结果 将 习题 6 的 结果 推广 到 有 限 交换 群 (提示 : 参见 §3.1, 习题 1). 


83.3 对称 群 的 不 可 约 表示 


现在 来 考虑 如 何 确定 给 定 群 G MARK FIG| 的 结构 问题 . 如果 
char. F } |G|, 则 这 相当 于 确定 G 的 不 可 约 F 表示 的 等 价 类 的 一 个 代表 系 , 或 
简单 地 讲 , 确定 G 的 所 有 不 可 约 F 表示 . 处 理 这 个 问题 一 般 来 讲 是 困难 的 . 但 
当 G 是 对 称 群 Sn 时 这 个 问题 已 被 Frobenius 与 A.Young 解决 .我们 将 按照 
J.von.Neumann 的 方式 ( 见 van der Waerden 的 “代数 学 卷 2 的 第 246 页 ) 来 
介绍 这 个 结果 . 

FAR Sn SPATS F n 的 划分 的 个 数 p(n). 记 An 为 n 的 划分 的 集 
合 . 如 {ri,72,… ,rh}jE An ( 即 关 >1 与 Dr =n), 则 置换 的 集合 

(Grinin rja fra) (krka Erlin siro ji jra kins 
key} = {1,2,… ,n}} 形成 Sn B — DHR. Sn HERRE 
式 得 到 . 对 于 划分 a = {ri,72,… ,7h} E€ An, 我 们 总 假定 rl > r2 >… Dn. 令 
B= {s1,32,… ,sk} E€ An. W a > Pp, 如 存在 t>1 使 得 ri = si,Vi<t 与 re > se, 
这 给 出 了 集合 A, 上 的 一 个 全 序 . 每 个 划分 a = {ri,72,… ,7h} 对 应 一 个 Young 
W: 


把 数 1,2,… ,mn 以 某 种 方式 分 别 填 人 以 上 Young 图 (每 格 各 填 人 一 个 数 ), 就 得 
到 一 些 型 a 的 Young 表 Da, Eo,… , 例如 

EENEN 

aefa fa] 

W 

是 型 a = {3,2,1} 的 一 个 Young X. 
BN D (= Da) 是 一 个 Young 表 , Sn 通过 置换 D 的 格 中 的 数 作用 于 Young 表 

的 集合 . 定义 的 行 置换 群 R(D) 为 Sn 的 由 所 有 保持 D 的 同一 行 的 数 的 集合 不 
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变 的 置换 组 成 的 子 群 . 于 是 对 于 (1) 中 的 Young # D, R(D) = {1, (13), (16), (36), 
(136), (163), (45), (13)(45), (16)(45), (36)(45), (136)(45), (163)(45)}. 类 似 地 , 定义 
D KARRE C(D) 为 Sn 的 由 所 有 保持 D 的 同一 列 的 数 的 集合 不 变 的 置换 组 
成 的 子 群 . 

设 Da 是 型 a 的 一 个 Young 表 , o € Sn. 令 oDe HWA o 置换 Da 的 格 中 
数字 而 得 到 的 新 Young 表 . 显然 , 对 于 每 一 个 型 a 的 Young 表 Ea, 必 存 在 某 
og € Sn 使 Ea = 0 Da. 我 们 有 

R(oDa) =oR(Da)o™, C(oDa) = cC(Da)o-L. 
给 定 Young 表 D, 定义 群 代数 F[Sn] 的 元 素 如 下 : 
Sp = > o, Ap= > (sgr)r, 
o€R(D) TeC(D) 
Fp = ApSp= 》 (sgr)ro (2) 


o€R(D) 
TEC(D) 


这 里 sg 是 Sn 的 符号 表示 , 即 


a[o 如 是 偶 置 换 
E5) -1， 如 7 是 奇 置换 


HBR, Sp #0 # Av. SUR: Fp 4 0， 这 因为 : R(D) 门 C(D) = {1}. 故 
如 o1,02 € R(D),11,72 E€ C(D) ÑE nor = noz, W oof! = yn. 于 是 
ol = 02,71 = 72， 因 此 出 现在 Fp 的 表达 式 中 的 积 ro 都 是 互 异 的 ， 这 推出 
Fp #0. 

HF Vp € Sn, R(pD) = pR(D)p~! 与 C(pD) = pC(D)p~! UR sg(erp-*) = 
sgr, 我 们 有 Spp = pSpp-l App = pApp™? 与 Fop = pFpp™. X, WÈ o € 
R(D) 与 re C(D), 则 由 (2) 式 得 到 


oSp = Sp = Spo, TAn = (sgr)4p = Apr. (3) 
关于 元 素 Sp, Av 与 Fo 的 主要 性 质 可 从 以 下 引 理 推 得 . 


(3.3.1) 引 理 设 mBeAn MR a >p. Da 与 Ep 是 相应 型 的 Young 表 . 
设 任何 位 于 Da 的 同一 行 的 二 个 数 必 位 于 Eg 的 不 同 列 . 则 a = p, BRAK 
o € R(Da) 与 reC(Da) 使 得 Ea = crDa. 


证 根据 条 件 可 知 : 位 于 Da 的 第 一 行 的 数 的 个 数 大 于 或 等 于 位 于 Es 的 


第 一 行 的 数 的 个 数 ， 如 前 者 大 于 后 者 , 则 由 于 Es 的 列 的 个 数 等 于 Es 的 第 一 
行 的 数 的 个 数 . 在 Da 的 第 一 行 里 存在 二 个 数 它 们 位 于 Es 的 同一 列 , 这 与 条 
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件 矛盾 ， 于 是 Da 5 Bs 的 第 一 行 含有 相同 个 数 的 数 ， 又 , 存在 Ey KAE 
换 地 使 得 二 Be 的 第 一 行 的 数 的 集合 等 于 Da 的 第 一 行 的 数 的 集合 . 其 次 注 
意 Da HRI PMR AEs 的 相 异 的 列 且 不 位 于 Es 的 第 一 行 . 这 推 
出 Da 与 nEs 的 第 二 行 含有 相同 个 数 的 数 ， 于 是 Da 与 Be 的 第 二 行 含有 
相同 个 数 的 数 , 且 存 在 区 e Cr BEp) = C(Ep) 使 得 Da 与 rEg 的 第 i 行 
(i = 1,2) 的 数 的 集合 相同 . 依 此 类 推 , 最 后 可 证 6 = a 且 存在 r € C(E。) 使 得 
Da 与 7E 的 第 i 行 (i = 1,2,…) 的 数 的 集合 都 相同 . FEFE o € R(Da) 
使 得 oDa = TEa. & T € C(Ea) = C(r’Ea) = C(oDa) = oC(Da)o-!. 故 
T! =o7~071,7-! € C(Da) 4 oT 101 Eg = Do. 因此 Ea = orDa. [m] 
现 设 a > p, 则 由 引 理 (3.3.1) 推出 : 存在 二 个 相 异 数 ij, 它们 位 于 Da 

的 同一 行 与 Es 的 同一 列 ， 如 r = (ij), 则 r € R(D。)， 于 是 由 (3) KM: 
mSp, = SDa = Spat 与 TA, = 一 Ags = Arpt. 于 是 

Sp, Ag, = (SDa T)AEs = SDa (TAE) = -SD, AEs» 

Ag, Sp = Agp (TSDa) = (AEp7)SD, = -ÂE SDa 
故 Sp, Agy = 0 = Ar SDa: WMF p E Sn, IM Sop。 = PSDP. AW Sopa Any = 
0 = AEs SpDa, 所 以 Sp, pAr = 0,4zopSp。 = 0. 于 是 


SDa F|Sn]AEs = 0 = AgsF[Sn]Sp。, WM a> £. (4) 
(3.3.2) 引 理 元 素 ac F[S,] 满足 等 式 
tao = (sg T)a, Vo € R(D)5r € C(D) (5) 


当 且 仅 当 存在 某 EFAA a= Fp. 


证 RNA Foo = ApSpo = ApSp = FEp,rFp = TADSp = (sgr)ADSp = 
(sg7)Fp. 于 是 任何 a = yFp,7 € F, 满足 条 件 (5). 其 次 设 = > 7op 满足 条 


PES, 
件 (5), 则 
Y = (88T)Yrpe, Vo E€ R(D), T € C(D). 
特别 , ro = msgr. 故 如 果 能 证 明 : 对 于 不 具有 形状 rc (re C(D),o € R(D)) 
的 元 素 pe Sp, HA Y = 0. 则 我 们 就 有 a = 1 Fp. 现 设 promyreC(D),ce 
R(D). W p~! 4 o7,Vo € R(D),7 € C(D). 于 是 o-LD 关 crD. 由 引 理 (3.3.1) HE 
出 : 存在 对 换 r e R(D) 使 得 re C(p-1D) = p-1C(D)p. BK r = prp, 这 里 
Wi € C(D) 是 对 换 . 因此 p= mpr 与 Yn pe = To = -Mor 这 推出 yp=0. O 
现 令 ze F[Sn]. 考虑 元 素 ForFp = 4pSpz4pSp. 由 (3) RA: 


TFpxFpo = (sgr)FpzFp, Vo € R(D),r € C(D). 
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故 由 引 理 (3.3.2) 得 : 存在 Ye F 使 得 FpzFp = Fo. 特别 , 存在 YE F 使 得 
FR = 7Fp. 现在 要 证 : y 4 0. 考虑 映射 F[Sn] 一 F[Sn] 使 得 z 一 ，Fpz. 如 
7 =0, Sl F2 =0, 故 映射 z For BSH, 其 迹 为 零 . 另 一 方面 , 如 pE Sn, 
观察 映射 z — pz 关于 某 基 的 矩阵 . 我 们 看 到 : 该 映射 的 迹 当 p41 时 等 于 零 ， 
而 当 p = 1 时 等 于 nl. 因为 由 定义 知 Fp 的 表达 式 (2) 中 1 的 系数 等 于 1, 所 以 
映射 z Fox 的 迹 等 于 n! ¢ 0 (因为 我 们 假定 char. F{n!). 由 这 个 矛盾 推出 
7 #0. 

现 置 ep = y 'Fp. Wi e}, = ep 关 0 与 epF[Snjep = Fep. X, 如果 
a,b € Ana # b, & Da (È Ep) 是 型 a (或 型 6) 的 Young X, 则 由 (4) 式 知 
epsF[Snjezs = 0. 

回忆 如 e, f 是 F 代数 A KREET, 则 存在 Homa(4e, Af) 与 eAf 之 间 的 
加 法 群 同 构 及 存在 End, Ae 与 ehe 之 间 的 下 代数 反 同 构 . 据 定理 (3.2.3) 知 : Sn 
在 F[SnJep。 上 的 表示 是 绝对 不 可 约 的 . 如 a ¢ p, 则 表示 FlSnjep。 与 F[Snlez, 
不 等 价 . 因为 Sp WIA ASF p(n), 故我 们 用 此 法 得 到 了 Sn 的 不 可 约 表 
示 等 价 类 的 一 个 代表 系 . 该 结果 可 以 群 代数 的 语言 叙述 如 下 : 


(3.3.3) 定理 + char. F =0 Ñ char. F = p >n, A] 
FI[Sn] = Mn, (F) © ++ © Mayen (F). o 


上 述 的 证 明 方 法 是 构造 性 的 . 从 理论 上 来 讲 , 该 方法 可 用 来 把 F[Sn] 分 解 
为 其 单 分 支 的 直 和 . 不 可 约 表示 的 次 数 ni 可 通过 下 一 章 将 要 介绍 的 特征 标的 计 
算 来 得 到 . 此 处 我 们 暂 不 考虑 这 些 问题 . 显然 , 由 定理 (3.3.3) 可 推出 以 下 结论 . 


(3.3.4) 推论 域 Q 与 满足 条 件 p>n WIM F=Z/(p) 都 是 Sn 的 分 裂 域 


习 题 


1. RG 是 满足 下 列 条 件 的 群 : 

(a) 存在 HK < G 使 得 HNK = {1}. 

(b) 存在 从 G IRAR Q = Q- {0} 内 的 同 态 f 使 得 Ve ¢ HK, FEW u € 
五 门 rKz-: 使 得 f(u) #1. 

证 明 : Me = >» f(q)pgq € Q[G), 则 Q[Gle 是 QIG] 的 极 小 左 理想 . 


提示 仿照 引 理 ( (3.3.2) 与 定理 (3.3.3) 的 证 明 . 
2. 试 给 出 54 的 不 可 约 表 示 等 价 类 的 一 个 代表 系 . 


第 四 章 ”特征 标 理论 


设 (p, V) 是 群 G 的 n 次 表示 . vg € G,p(g) 可 由 一 个 n 阶 和 矩阵 来 刻画 , 即 
可 由 mn2 个 矩阵 系数 来 刻画 . 由 于 我 们 只 关心 表示 p 的 等 价 类 , n? 个 矩阵 系数 
所 含 的 信息 对 于 表示 p 来 讲 是 过 多 了 . 于 是 我 们 考虑 : 能 否 只 保留 一 些 最 本 质 
的 信息 , 而 弃 其 余 于 不 顾 , 从 而 使 问题 尽 可 能 简化 ? 特征 标 理论 正 是 在 这 样 的 考 
虑 下 产生 的 . 


§4.1 特征 标的 基本 概念 
设 (p, V) € Re(G)*, HG LEM F (ARM: 
Xp: g+— tr.p(g), 


这 里 tr.p(9) 是 V 上 线性 变换 p(g) 的 迹 . 称 x, 为 G 的 表示 p 的 特征 标 . 如 
p € lerrG, 则 称 x, 为 不 可 约 特征 标 . 如 F = C, 则 称 xo 为 复 特征 标 . p 的 次 
数 deg p 也 称 为 特征 标 xp 的 次 数 , 记 作 deg xp. 次数 为 1 的 特征 标 称 为 线性 特 
征 标 . 

(4.1.1) 特征 标 有 如 下 简单 性 质 : 

性 质 1 如 (p, V1) 5 (p2, Va) 是 G 的 两 个 等 价 表示 , W Xo = Xp: 

这 因为 : 存在 从 Vi 到 Vo 的 线性 同 构 n 使 


p2(9) =npilg)n™*, Vg EG. 


于 是 tr. pi(g) = tr-pa(g), Yg € G. 
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由 此 , 我 们 可 以 IrrG 记 了 FG 中 元 素 的 特征 标 集合 , 而 以 ch#(G) 或 
cht(G) 记 Re(G)+ 中 元 素 的 特征 标 集合 . 称 ch#(G) 的 元 素 为 G 的 F 特 
征 标 . 

如 函数 f 在 G ANSE ERE, 则 称 f 为 G 上 类 函数 . 

性 质 2 x, 是 G 上 类 函数 . 

这 因为 : Yg,h EG, 


tr.p(hgh™!) = tr.p(h)p(g)p(h)™! = tr-p(g). 

BK xp(hgh-!) = xe(g)- 

性 质 3 24 char.F = 0 时 , deg p = x,(1). 

这 因为 : p(1) = lv. 故 xp(1) = tr.p(1) = dimp V. 

性 质 4 BU EV 的 p(G) 不 变 子 空间 . Bo = pr 5 0" = pvyu 分 别 是 
p 的 子 表 示 与 商 表示 . 我 们 有 特征 标 公式 : 

Xe(9) = xø (9) + xø (9), Yg €G. 

特别 , 当 p = pl © pa 时 , RAK xolg) = Xp (9) + Xo(9), Yg E G, MAL. 


这 因为 : 存在 V 的 基 B = (u, ,un) 使 Bl = (u, ,wr) Æ U 的 基 , 而 
Ba = (wr+1 +U, +: ,un +U) 是 V/U 的 基 . 于 是 矩阵 pa (9) 有 形状 


ow af ). 
0 pg,(9) 
性 质 5 WR pi 与 po 是 G 的 表示 , 则 


Xp1@p2(9) = Xe:(9)Xp2(9), Yg EG. 


这 因为 : 由 线性 代数 理论 知 : 如 au e EndVi, i = 1,2, W tr.(a1 @ a2) = 
tr.a; .tr.az ( 见 81.9 的 (1) 式 ). 


TER 6 如 果 m 是 群 G 的 指数 ( 即 G 的 元 素 阶 数 的 最 小 公 倍 数 ), 则 G 的 
任何 复 表示 p 的 特征 标 x 的 值 是 deg p 个 m 次 单位 根 的 和 . 

这 因为 : 如 果 g e G, W gm = 1. 于 是 线性 变换 p(g) 的 最 小 多 项 式 g() 是 
和 一 1 的 因子 . 由 于 A" 一 1 在 复数 域 里 没有 重 根 , 这 推出 g) 无 重 根 , 其 根 均 
为 m 次 单位 根 . 据 推论 (2.1.12), 适当 选取 表示 空间 的 基 可 使 p(g) 的 矩阵 成 对 
角 矩 阵 diag(w1,… ,wn), 这 里 wi 是 m 次 单位 根 , n = deg p. 于 是 x(9) = 》 wi 

由 上 式 可 推出: jx(g)| < x(1). 等 号 成 立 当 且 仅 当 wy = wo 一 … = wn, 特别 ， 
x(9) = x(1) 当 且 仅 当 p(g) = p(1). 


+ 86 . 第 四 章 ”特征 标 理论 


性 质 7 设 (p,V) e Re(G)+, 则 
Xog") =X), V9EG, 


RE TE xe CHAH. 特别 , 如 (0°, V*) 是 (0, V) HERR, 则 xo (9) = 
Xp(9). 
这 因为 : 选取 V 的 基 B IË pp(g) = diag(w1,… ,wn), 这 里 wi 为 单位 根 . 则 
pp(g~*) = diag(wi,--- wn)? = diag{wy?,--- wR} = diag(@,--- ,Wn). 
H xp(9-1) = NG = Dwi = xl). 令 BY WV" 的 关于 B 的 对 偶 基 , 则 由 §2.2 
的 (7) 式 知 


ph-(9) = (paB(9)7) = pa(g™)™. 
因此 xp(9) = xp(g-!) = Xo(9)- 
(4.1.2) 例 
(a) 设 (p,V) 是 G 的 单位 表示 , W dimrV = 1, p(g) = ly, Yg € G. 此 时 ， 
称 xp 为 单位 特征 标 . 我 们 有 xp(g) = 1, vg € G. 
(b) 设 prog 是 G 的 正则 表示 , 我 们 要 计算 prog 的 特征 标 Xees. 群 代数 FIC] 
A FÆ G = {91 =1,92,--- ,gn}. BR 
Xreg(1) = dimp F[G] = n. 
另 一 方面 , 4i>1 时 ， 
IIi F Ij VI, 1<j<n. 
这 说 明 preg(9i) 关于 基 G 的 矩阵 的 对 角 元 全 等 于 零 . 于 是 
|G|, 如 g = 1, 
0, Mg A1. : 
(4.1.3) HERR HC = (1},G,---,% 是 G WIX, IrrrG = 
{xo +++ ,Xt}, 这 里 xi 是 G 的 单位 特征 标 . 4 g; 为 G 中 代表 元 , i = 1,2,---, 8. 
我 们 称 以 下 表格 为 G 的 F 特征 标 表 : 


Xreg(9) = { 
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一 般 来 讲 , G 的 特征 标 表 与 域 F 的 选取 有 关 , ER F 取 定 的 情形 下 , 上 表 
可 简称 为 G 的 特征 标 表 , 由 (4.1.1) 知 : 当 域 已 取 定时 , 群 G 的 任何 特征 标 都 可 
从 其 特征 标 表 通 过 计算 而 得 . 以 后 我 们 要 证 明 从 群 G 的 特征 标 表 可 获得 关于 群 
G 的 结构 及 其 表示 的 大 量 信息 , 故 计算 特征 标 表 是 研究 群 G 的 基本 问题 之 一 . 

同 构 的 群 有 相同 的 特征 标 表 , 但 其 逆 不 一 定 成 立 . 如 果 群 G 和 G' 有 相同 的 
特征 标 表 , 则 不 总 有 关系 G X G"( 见 习题 6), 但 由 群 G 和 G ER C 上 表示 的 完 
全 可 约 性 可 推出 : C[G] = C[G’]. 由 H.Nagao 和 T.Oyama 的 文章 知 : WR G 和 
G' 有 相同 的 特征 标 表 , 且 G 是 对 称 群 Sn" 或 交代 群 An, 则 G  G'， 由 单 群 的 
分 类 定理 可 证 明 : 如 果 G 和 G' 有 相同 特征 标 表 , E G EAR, Wi GSC. 

(4.1.4) B) BG = Dn = (r,slr? = s? = (sr)? = 1). 这 是 阶 数 等 于 2n 的 
二 面体 群 . 沿用 (3.1.9)(b) 的 记号 , RATA G 的 如 下 特征 标 表 , 这 里 G HUSH 
以 其 所 含 的 一 个 元 素 作为 代表 . 


(i) n=2v+1,y 21. 


(ii) n = 2v, v > 2. 


Xas1S1<v-2|2|0|0| 2cos2kir/n 


习 题 


1. 证 明 : 映射 a (; "一 (3) 与 映射 a 一 (一 (23) 
0 一 10 10 10 
确定 了 二 面体 群 Ds = (a, ba" = b? = (ab)? = 1) 的 两 个 复 表示 , 这 里 ; = VI. 判定 这 两 
个 表示 是 否 等 价 . 
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2. 设 下 是 任意 域 , (p,V) € IrrrG. 验证 : 


1% pF le, 
yo f { |Gliv, 如 p= 16. 


3. 证 明 : G 是 阿 贝尔 群 当 且 仅 当 G 的 所 有 不 可 约 复 特征 标 是 线性 的 . 进而 证 明 : 设 G' 
是 G 的 导 群 , 则 G 的 相 异 线性 特征 标的 个 数 等 于 [G : G). 

4. 设 G 是 阿 贝尔 群 . 记 IrcG = G. 

(a) 证 明 G 关于 如 下 定义 的 合成 构成 阿 贝尔 群 : YX,% € IrrcG, EX xY : G 一 人 为 


(xy%)(9) := x(9)¥(9), Yg EG. 


(b) MH < G, 4 H+ = {\ € GH C Kerd}. HEH H+ H+ 是 从 G 的 子 群 集合 到 
Ô 的 子 群 集合 上 的 双 射 . 

(c) 证 明 : G&G. 

5. 设 H 是 阿 贝 尔 群 G 的 子 群 . 证 明 限制 映射 yo pa 是 从 GBA 上 的 群 满 同 态 . 
找 出 9 的 核 , 并 证 明 H 的 任何 特征 标 都 可 扩充 为 G 的 特征 标 . 这 后 一 结论 对 于 一 般 群 G 是 
否 也 成 立 ? 

6. 找 出 群 Ss, Da 与 Qa 的 特征 标 表 . 注意 D 与 Qa 有 相同 的 特征 标 表 , 但 它们 作为 群 
并 不 同 构 . 证 明 群 代数 CDa] 与 CIQ2] 同 构 . 

7. & x € cht(G). 定义 detx : G 一 C MF: Wp E Re(G)* 的 特征 标 等 于 x. E 
(detx)(g) = detp(g). 验证 : detx 是 G 的 线性 特征 标 , 它 由 x 所 唯一 确定 . 如 p E cht (G)， 
则 等 式 det(x +p) = (detx)(detwp) 45 det(xp) = (detx)*™ (dety) ™ 成 立 . 

8. (a) $ G 为 8 阶 非 阿 贝尔 群 ， 证 明 G 有 唯一 的 非 线性 不 可 约 特征 标 x. TERA 
x(1) = 2,x(z) = 一 2 与 x(z)=0, 这 里 z€EG’-{1},zeEG-—G'. 

(b) 如 果 G & Da, 则 detx # 1a. 

(c) 如 果 G & Qa, 则 detx = 1c. 

提示 “证明 Ker(detx) SHA 4 HICK. 然后 利用 关于 特征 标的 一 些 基本 性 质 . 

注 Da 与 Q 有 相同 的 特征 标 表 , 但 却 有 不 同 的 映射 det: IrrcG 一 IrrcG. 

9. 设 p 是 GG 在 下 上 的 正则 表示 , m= |G|. 设 下 (zp,,… ,zgm) 是 mm 个 相 异 不 定 元 
zol … ,Tom 在 上 生成 的 分 式 域 . 行列 式 det X zop(g) 称 为 G 在 F 上 的 锋行 列 式 ( 研 


G 
究 该 行列 式 曾 是 Frobenius 引进 特征 标 概念 的 主要 动机 ). 证 明 : 如 果 F = C,G 是 阿 贝尔 


群 , 则 
det (= zato) =I] Zaxo). 


sEG xe@ WEG 
注 该 结果 由 R.Dedekind 获得 . 


10. $x € IrcG 5 g,h € G. 试 证 : x(g)x(h) = x0 Exar’). 
zEG 


提示 令 p 为 x 所 对 应 的 表示 . > Ki, Ki EC 分 别 为 含 9,h HRA, 则 
可 利用 如 下 事实 : 
(Ki) (Ks) = p(K;:K;). 
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§4.2 ”特征 标的 正 交 关 系 


本 节 划 在 导出 群 的 不 可 约 复 特征 标 之 间 的 基本 正 交 关系 . 为 此 , 先 考虑 较 一 
般 的 情形 : WF 为 满足 char. F11G| 的 代数 闭 域 . 
由 定理 (3.1.5) 知 : 


F[G] = Mn, (F) ©- +: © Mn,(F), 


每 个 单 分 支 Mn (F) 唯一 地 决定 了 G 的 不 可 约 表示 pi H 严 PG = {pill < i < 
8}. 令 xi 为 的 特征 标 . 
另 一 方面 , 恒 等 元 1 e F[G] 有 分 解 式 : 1 = Des, 这 里 e; € Mn (F) 满足 
i=l 


exes = jen VISij<s, 


称 ei 为 FIG] 中 对 应 于 xi AMBIT. e 是 单 代数 Mn (F) 中 的 恒 等 元 . 
导出 特征 标 正 交 关 系 的 关键 是 用 特征 标明 显 地 计算 出 ei = 》, agg 的 系数 


gEG 
ag EF. 


我 们 有 IrrrG = {xu Xa Xa} AM 。 恰 等 于 G RRN. E 
Xros 为 G 的 正则 特征 标 . 则 由 定理 (3.1.5) 与 (3.1.6) 知 : 


Xrog = Dxi(1)xs. (1) 


i=1 
注意 G 的 任何 F 特征 标 x 都 可 唯一 地 F 线性 地 扩充 为 FIG) 上 的 函数 . 
后 者 称 为 群 代数 F[G] 的 特征 标 , 仍 记 为 x. 


(4.2.1) 定理 ei = a DY xxl). 
9EC 


证 B e=) agg. 由 (4.1.2)(b) 知 Xrog(eig7*) = aolG|. 再 由 (1) 式 得 


gEG 


alGl= Y (leg). (2) 
j 
把 G 的 表示 ps 扩充 为 FI 的 表示 并 仍 记 作 pi, 则 由 等 式 
3 z 0, Ini # j, 
pi(eig™!) = p;(e:)p;(97°) = { pg), af = A 
我 们 有 xs (e097) = xilg7*)5is. (3) 


以 (3) SARA (2) 式 得 aglG| = x: (1)xi (97). 口 
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(4.2.2) 定理 (广义 正 交 关系 ) 
1 -1) = g x6) 
oy D= bs)’ Vg EG. 
证 把 定理 (4.2.1) 的 表达 式 代 入 等 式 ese; = dyer, 并 比较 he G 的 系数 得 
a) (4) -1)- PEEL BOE S 
Mor eX Dg» = paal). 


把 上 式 中 的 h 换 成 h-! 即 得 所 要 求 的 结果 . o 
在 定理 (4.2.2) PR h = 1 即 得 
(4.2.3) 推论 (第 一 正 交 关 系 ) 


1 E 
Ge 1) = bij. (4) 
现 设 F =C, WAR (4) 变 为 
1 — 
a 2 xi(9)x5(9) = 5i- (5) 


让 我 们 考虑 G 上 复 值 函数 所 组 成 的 复 向 量 空间 CS, 这 里 Co 上 的 加 法 与 
纯 量 乘法 定义 如 下 : Yp, p e CS,aeC 与 geG， 


(P+)(9) := plg) + ¥(9), 
(ap)(g) := ap(9)、 


定义 CS 上 Hermitian 型 为 
(CED = DV eG). (6) 
icl gEG 
则 (v9) = a I lo)? > 0. 
9EG 


等 号 成 立 当 且 仅 当 p = 0. 故 (p, Y) 是 正定 Hermitian W. 等 式 (5) 相当 于 
(Xis Xi) = fij- (7) 


这 说 明 IrcG 是 CS 中 标准 的 正 交 向 量 集合 , 即 它们 关于 Hermitian 型 (一 一 ) 
两 两 正 交 且 长 度 都 等 于 1. 由 此 可 见 , IrrcG 是 C 上 线性 无 关 集合 . 我 们 已 注意 
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到 特征 标 是 类 函数 ( 见 (4.1.1) 的 性 质 2). 但 G 上 复 值 类 函数 全 体 cfc(G) (或 简 
记 为 cf(G)) 在 Co 中 形成 其 维 数 等 于 G HIKMET ENR. 由 定理 (3.1.8) 
得 知 G ROSIE AEF |IrrcG|. 因此 IrrcG 为 cf(G) 的 C Æ, A Hermitian 
型 (一 一) 限制 在 cf(G) 上 非 退化 . 

设 pi e IrrcG 有 特征 标 xi,i = 1,2,… ,s. 由 复 表示 的 完全 可 约 性 与 特征 标 
的 正 交 性 知 : 两 个 复 表示 等 价 当 且 仅 当 vi,1 < i < s, pi 在 这 两 个 表示 中 出 现 的 


重 数 相 等 . 
设 pe Re(G)+ 有 特征 标 x 记 mi 为 pi 在 p 中 出 现 的 重 数 . 则 由 (4.1.1) 
的 性 质 1,4 知 
X= mX +: + MX- (8) 
今 由 公式 (7) 知 
mi = (xi; X). (9) 
于 是 数 m 由 x 唯一 确定 . 因此 两 个 复 表示 等 价 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 特征 标 . 
又 由 公式 (8) 得 
(xx) = So mi. 
í 


(yx) = 1 当 且 仅 当 mi,… ,ms 之 中 恰 有 一 个 数 为 1, 其 余数 均 为 零 . 这 相当 于 
说 (x,x) = 1 当 且 仅 当 特 征 标 x 不 可 约 . 


(4.2.4) 例 设 G= Gi x G2 5 pi € RF(Gi)+,i = 1,2. 在 (2.3.5) 中 ,我 
们 构造 了 G 的 表示 p = pm#p. 由 82.3 的 (5) 式 与 (4.1.1) 的 性 质 5 可 推出 : 
Vgi € Gi, i = 1,2, 


Xpi#p2a(91, 92) = Xp. (9x)Xpa(g2)- 


FRB pi, p, € IrrcGi,i = 1,2. W 
(Xprttpa» Xi #04) = Era >, Xp: (91)Xpa (92)Xp4 (91) Xos (92) 
Z IG ae (91) Xo; (91) X00 (92) Xp, (92) 
= (a Da) (a Exata) 
= (Xo Xø; )(Xp2 Xps) 


es 
0, 如 piw pi 或 pa ph. 
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这 说 明 : pt#p2 是 G 的 不 可 约 表示 , 且 pi#p2 ~ pto 当 且 仅 当 p ~ 所 与 
pa ~ ph. RB PcG; = {p 和 9，… ,pPQ},i=1,2, 0 


Eeg (of? #0)? 
"Sia pS)?(deg p)? (由 82.3 的 (6) 式 ) 
= ee PPP Eles o? 
= alel (由 定理 (3.1.8)(b)) 
=(Gl. 
根据 定理 (3.1.8)(b), 这 推出 
IntcG = {p1# palpi € IrcG,i = 1,2}. 
由 此 很 容易 推出 更 一 般 的 结论 : BEG = Ga x … x Gr, 则 
FtcG = {pi#pa#…#prlpi € IrcGs,1 < i<r}. 


于 是 关于 G 的 表示 的 研究 可 归结 为 关于 其 因子 群 的 表示 的 研究 . 
接着 要 证 关于 特征 标的 “第 二 正 交 关系 ”, 它 将 由 第 一 正 交 关系 导出 . 虽然 
它 在 实质 上 并 未 为 群 的 特征 标 值 提供 任何 新 的 信息 , 但 对 于 特征 标 值 的 计算 与 


应 用 都 非常 有 用 . 
RE, = {1},G,-+ ,是 G HHP, hi = |G). 写 Xik = xilg), 这 里 
gE WG. 


(4.2.5) 定理 (第 二 正 交 关系 ) 
Y xx = Clo. (10) 
i=1 

证 由 第 一 正 交 关 系 (4) RA 


lcluz = SO xi(g)xs(9) > DX xilxs@) = Yo xih Xr- 
k=1 


gEG k=19€6, 
由 此 得 
2 XiakhkXE = |Gl6s;- (11) 
k=1 
& X = (xij) € Me(C) 5 H = diag(hi,--- , hs). 则 (11) 式 相当 于 矩阵 关系 式 
XHXT = |GIL, 


一 -一 
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这 里 工 是 恒 等 矩 阵 . 根据 方 阵 的 右 逆 矩 阵 必 为 左 逆 矩 阵 的 性 质 , 我 们 有 


Xx = |GE. 
这 等 价 于 和 XijXik = Flon. R 
i=l 
注 特征 标的 第 一 、 二 正 交 关 系 也 称 为 特征 标的 行 、 列 正 交 关系 , 其 理由 可 


从 特征 标 表 的 定义 得 知 . 
特征 标 之 间 的 上 述 正 交 关系 是 计算 特征 标 表 的 强 有 力 工具 . 


(4.2.6) 设 G = 54 是 集合 {1,2,3,4} 上 的 对 称 群 . 选取 S, MPA 
Z: 1, (12), (123), (1234), (12)(34), 这 里 (i1,i2,… ,ir) 表示 置换 


ijn M1<j<r, 
tj : s 
i, Wj=r. 


PAIL DV FEMA: C, Co, Cs, Car Co. F hi = |El, W (hr, ha, ha, ha, hs) = 
(1,6,8,6, 3), Sa 含 指标 为 2 的 正规 子 群 A4, 这 里 44 由 S54 中 所 有 偶 置 换 组 成 , 习 
惯 上 称 44 为 4 次 交代 群 . 5。 也 含 指标 为 6 的 正规 子 群 了 = {1, (12)(34), (13)(24), 
(14)(23)}, 通常 称 V 为 Klein 四 元 群 ( 见 8 2.3 的 习题 ). 今 元 素 4 在 54 中 的 稳 
定子 {r e 5slr(4) = 4} 同 构 于 3 次 对 称 群 Sa, 且 Sa 同 构 于 V 与 Ss 的 半 直 积 : 
S54 SV n Sa. 于 是 存在 从 Sa 到 Sa S 54/V 的 典范 同 态 n. 如 p 是 Ss 的 表示 ， 
则 p 可 提升 为 Sa 的 表示 pn. 表示 pn 的 特征 标 是 xon. 

今 存在 从 53 到 Ds = (r, |r? = 8? = (rs)? =1) 的 群 同 构 : (12) + s, (123) 一 r. 
于 是 Sy 的 特征 标 表 可 从 Ds 的 特征 标 表 得 到 ( 见 (4.1.4)). 


通过 n 的 提升 而 得 到 的 Sa 的 对 应 特征 标 仍 记 为 x1, x2,xs. 由 于 (12)(13)(24)= 
(1324), 我 们 得 到 Sy 的 特征 标 表 中 关于 这 三 个 特征 标的 部 分 如 下 : 


1 | (12) | (123) ac 


xa fifi 1 1 1 
xa | 1 | -1 1 -1 1 
xs|2| 0 -1 0 | 2 


记 m = deg xi, 1<i <5, W Son? = 24. 于 是 n2+n2 = 18， 这 推出 
na = ns = 3. 即 其 余 两 个 不 可 约 特征 标的 次 数 均 为 3. 所 求 特 征 标 表 的 最 末 两 
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行 形 如 (3,a 8,7,8) 5 (3,0',8',7/,6). 在 (10) RH, $ j =1 5 k = 2,3,4,5 
得 :ae+ow =0, 8+8 =0, y+Y =0 5 5+0 = -2 所 以 这 最 末 一 行为 
(3,-a, -B, -7,-2— 6). 其 次 在 (4) RPU i= 45 j = 1,2,3 代 人 得 方程 组 


3+ 6a +88 + 6y +36 = 0, 
3 — 6a +82 — 6y +36 = 0, 
6 -88 +65=0. 


解 之 得 : 6 = 0, 6 = -1, y = -a 再 在 (10) RPA j = 2,k = 4 RAH 
ay = -1. 另 一 方面 , a = xa((12)) 是 1 的 平方 根 之 和 , 它 必 为 实数 . 因此 a7 = 
a(-a) = -a2 = -1 Mo? = 1. 所 以 a = +1, y= F1. 于 是 所 要 求 的 特征 标 表 
的 最 末 两 行 要 么 是 (3, 1,0, -1 -1) 与 (3, 一 1,0,1, 一 1), 要 么 是 (3, -1,0,1, -1) 与 
(3,1,0, -1 一 1). 如 不 考虑 行 的 次 序 , 则 这 两 种 情形 确定 了 同一 个 特征 标 表 . 


注 上 面 例子 告诉 我 们 如 何 利 用 特征 标 之 间 的 正 交 关系 及 其 它 一 些 已 知 信 
息 去 计算 特征 标 表 . 以 后 我 们 还 要 导出 关于 计算 特征 标 表 的 更 多 有 用 信息 . 计算 
一 般 对 称 群 Sn 的 特征 标 表 的 工作 始 于 Frobenius (1900 年 左右 ). 他 给 出 了 计算 
这 些 特征 标 值 的 公式 . 关于 这 方面 的 文献 请 参阅 Wey! 的 “The classical groups” 
p.213. 


习 题 


1. BPCC, p 是 G 的 以 x 为 特征 标的 FRR. 证 明 单位 表示 lc 出 现在 p 中 的 重 


数 等 于 a: L xo. 


2. BFE, (PV) 5 (r, W) 是 G 的 两 个 不 可 约 下 表示. & yi V 一 W A F RE 


BH. 置 万 = a: E raeo) M PEEN V 到 W 内 的 F 线性 映射 


(a) 如 pm T， Wp- 0. 

(b) MV=W 5S p=r, 则 万 = aoe ly. 

(c) 设 B,C 分 别 是 V,W 的 F Æ. Yg € G, & pa(g) = (aij(9)) 5 Tolg) = (bki(9)). 
则 在 情形 (a) 时 有 


1 = a 
a i Vass(9) =0 Vi, j,k,l. 
gEG 


在 情形 (b) 时 有 i : 
-1 
a Lue asi(9) = Fa Subs. 


(d) 设 x, 5 分 别 是 Pr 的 特征 标 , 请 利用 (c) 的 结果 来 证 明 : 


_f1, Mp~r, 
oo- 位 ip «7. 
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3. 设 M 与 N BOS pS v 为 特征 标的 不 可 约 C[G] 模 . $ M* 为 M MRE 


记 
Invc(M" @c N) := {m € M* @c Nlgm = m, Vg € G}. 
证 明 : te. (a 并 varec n) = a Ye WW) = (v, 4) = dime(lnve(M" 8c N)). 
gEG 9EG 
并 利用 该 结果 与 Schur 引 理 证 明 : 
1, Mp=v, 
(vu) = i fy xv. 


注 习题 2,3 分 别提 供 了 导出 特征 标 之 间 的 正 交 关系 的 不 同 途径 . 
4. 试用 特征 标的 正 交 关系 证 明 以 下 结果 : 
(a) G 的 每 个 不 可 约 复 表 示 p 出 现在 G 的 正则 表示 中 的 重 数 等 于 degp、 


(b) 设 rcG = {x1 sxe}, W |G| = 》 (deg x)”. 
气 


(c) M149 EG, W Y (deg xi)xi(g) = 0. 

5. 回忆 §1.1, 习题 7 HÆF Clifford BF CL(n) 的 定义 证 明 : 

(a) CL(n) 有 2" 个 两 两 不 等 价 的 一 维 表示 (pi Vi), 它们 都 满足 : pi( 一 1) = 1v,- 

(b) CL(n) 的 次 数 大 于 1 的 不 可 约 表示 (p, V) 都 满足 : p( 一 1) = 一 lv. 

(c) 当 m > 1 是 偶数 时 , CL(n) 恰 有 一 个 次 数 大 于 1 的 不 可 约 实 表示 , 其 次 数 等 于 2"/?， 
其 特征 标 x 满足 : X( 十 YA) = +6402"/?,VA C {1,2,… ,nj, 这 里 当 A = {ia,ia,… ,ir}， 
1i <i < < ir Sn, Bf, 记 YA = Ya Tia Ne 

(d) 当 n > 1 是 奇数 时 , CL(n) 恰 有 二 个 次 数 大 于 1 的 不 可 约 复 表 示 (p+, V), WE: 
deg p+ = deg p- = 2(°-/? 和 p, = p_, 其 特征 标 x+ 满足 : 


2"/2， MURA = 2, 
x+(ya) = 4 0, MRA # ©, {1,--- ,n}, 
+c2"/?, MRA ={1, ,n}, 
这 里 c 等 于 1 如 果 n = 1(mod 4);c 等 于 纯 虚 数 i 如 果 n = 3(mod 4). 
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从 群 G 的 特征 标 表 可 得 到 关于 G 的 大 量 群 论 方面 的 信息 . 我 们 沿用 前 二 
节 的 记号 . 


(CD ge G 的 中 心 化 子 Clo) WERS ARERR Clo) 的 基数 . 
设 Clg) = G- 则 |C(g)| = i. 由 定理 (4.2.5) 得 


IC(9)| = > biel. (1) 
é=1 
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特别 ， lel = 100] = Š å = Š leg x). 
由 此 可 得 cl(g) 的 基数 hi 为 


(Il) G WERTH. 

给 定 (P, V) € Re(G)+, B x Æ p 的 特征 标 . 定义 

ker p = {z € GJp(7) = 1v}. 
(4.3.1) 引 理 Vg € G,g € kerp 当 且 仅 当 x(g) = x(1). 
证 这 由 (4.1.1) 的 性 质 6 推 知 . 
定义 ker x = {g € Glx(g) = x(1)}. 由 引 理 (4.3.1) 知 : kerp = ker x. 
(4.9.2) 引 理 x= ony 是 G 的 特征 标 . 则 

i=l 

ker x = N ker xi- 
nado 

特别 ， ()ker xs = {1}. 
证 由 (4.1.1) 的 性 质 6 与 等 式 x(g) = x(1) 推 知 


Xi(g) = xi(1), Vi,ns > 0. 


(2) 


(3) 


(5) 


反之 , 如 Vi, ni > 0, 等 式 xi(g) = xi(1) 成 立 . 则 显然 有 x(g) = x(1). 于 是 等 式 
QO 


(4) 成 立 . 最 后 把 x = xreg 代 人 等 式 (4) 即 得 等 式 (5). 


从 G 的 特征 标 表 可 找 出 G 的 正规 子 群 Ni = ker xi, 我 们 断言 : G 的 任何 正 
规 子 群 都 是 某 些 Ni 的 交 . 如 该 断言 正确 , 则 G 的 所 有 正规 子 群 都 可 通过 G 的 
特征 标 表 来 求 得 . 现在 我 们 来 证 明 这 一 断言 . 设 N AG, p 是 G/N 的 正则 表示 
Bx FE p 的 特征 标 . 把 p 看 作 G 的 表示 ( 见 命题 (2.3.2)). 则 由 引 理 (4.3.2) 知 


N=kerp=kerx= (| Ni 


i 
(xxe)z0 


于 是 断言 得 证 . 由 于 IN| = JO hr G 的 任何 正规 子 群 的 阶 数 都 可 通过 公式 (3) 


“tn 


由 特征 标 表 求 得 . 
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从 以 上 讨论 可 见 : G BAY AMY 
kerx;={1}, Wi>1. 


于 是 群 的 单 性 也 能 从 特征 标 表 获知 . 
熟知 群 G 可 解 当 且 仅 当 G 有 正规 子 群 列 


{1}=MoCMC:--CM,=G 


使 [Mi : Mi) BRB, Yi,1 < i < n. 由 于 G 的 所 有 正规 子 群 及 其 阶 数 都 可 
由 特征 标 表 求 得 , 这 种 正规 子 群 列 的 存在 性 及 群 G 的 可 解 性 也 都 可 由 G 的 特 
征 标 表 推 知 . 


(IID 群 G 的 特征 标 表 与 其 商 群 的 特征 标 表 之 间 的 关系 . 


BN aG. 由 (2.3.1) 知 : G/N 的 表示 与 G 的 含 N 于 核 中 的 表示 之 间 存 在 
1 一 1 对 应 . 在 这 种 对 应 下 , G/N 的 不 可 约 表示 对 应 于 G 的 不 可 约 表示 . 这 一 现 
象 可 用 特征 标的 语言 来 描述 . 


(4.3.3) 引 理 NAG. 
(a) 如 X 是 G 的 特征 标 , N C kerX. 则 X 在 G 关 于 的 陪 集 上 取 常 值 . 定 
义 G/N Lak R 如 下 : 


X(Ng) :=X(9)，vgeG， 


Aj ZÆ G/N 的 特征 标 . 
(b) d Z Æ G/N 的 特征 标 , 则 G Ewa x: g RINI) 是 G 的 特征 标 ， 
(c) Æ (a) 与 (b) P, x € lrrrG 4 RE IrreG/N. 


据 引 理 (4.3.3), 我 们 可 把 x 与 允 等 同 起 来 , 于 是 我 们 有 
IrrrG/N = {x € IrrrG|N C ker x}. 


据 此 , G 的 任何 商 群 的 特征 标 表 是 G 的 特征 标 表 的 一 部 分 . 于 是 一 旦 知道 了 G 
的 特征 标 表 , G 的 所 有 商 群 的 特征 标 表 也 随 之 清楚 了 . 但 在 具体 制作 过 程 中 , G 
的 商 群 的 特征 标 表 往往 比 G 本 身 的 特征 标 表 容易 计算 . 利用 G 的 商 群 的 特征 
标 表 来 计算 G 本 身 的 特征 标 表 是 计算 G 的 特征 标 表 的 常用 方法 ( 见 (4.2.6)). 

容易 证 明 : G 是 一 个 阿 贝尔 群 当 且 仅 当 G 的 所 有 不 可 约 复 特征 标 是 线性 的 
( 见 84.1 习题 3). 设 N <G. WA G 的 特征 标 表 可 推 知 G/N 是 否 为 阿 贝 尔 群 ， 
即 看 G HA N 于 核 中 的 不 可 约 复 特征 标 是 否 都 是 线性 的 . 但 在 一 般 情形 下 , 由 
G 的 特征 标 表 并 不 能 推 知 N 本 身 是 否 为 阿 贝 尔 群 . 
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(4.3.4) 推论 KRG 是 群 G 的 导 群 . 则 
(a)G= f) kerX. 

AEIrrcG 

A(1)=1 

(b) [G : G1] FF G 的 线性 复 特征 标 个 数 . 

证 如 入 是 G 的 线性 特征 标 , 则 和 是 从 G 到 C* 的 阿 贝尔 乘法 群 的 同 态 . 
这 里 C* = C— {0}. 因此 G' C ker 和. 由 于 G/C' 是 阿 贝尔 群 , 所 有 x e IrrcGVG/ 
是 线性 的 . 故 

IrrcG/G' = {A € IrrcG|A(1) = 1}. 


最 后 , 由 引 理 (4.3.2) 推出 


N= (N) kex, VNaG. 


xsIrrcG 
NCker x 
这 推出 (a). 
G 的 线性 复 特征 标 个 数 等 于 阿 贝尔 群 G/G' 的 不 可 约 复 特征 标的 个 数 , 而 
后 者 等 于 |G/G'| = [G : G1. 这 证 明了 (b). 口 


(IV) G 的 特征 标 与 G 的 中 心 之 间 的 关系 
vx € chè (G), 定义 Z(x) = {g € Gllx(9)| = x(1)}- 
(4.3.5) 引 理 ik p € Re(G)+ 有 特征 标 X, 令 了 = 2(x) 5 f = x(1), 0 
(a) Z = {g € Glp(g) = el, 这 里 e 是 C 中 菜单 位 根 }. 
(b) Z < G. 
(c) 记 Xz 为 X 在 2 上 的 限制 , 则 Xz = fr, 这 里 入 是 Z 的 线性 特征 标 . 
(d) Z/kerx 是 循环 群 . 
(e) Z/kerx S Z(G/ker x), 这 里 Z(G/ker x) 是 群 G/ kerX 的 中 心 . 
(£) 如 x € IrrcG, 则 Z/ker x = Z(G/ ker x). 


证 (a) 由 (4.1.1) 的 性 质 6 推出 . 现 定义 函数 和 : Z 一 C 使 满足 
plg) = Mg)l, vgeZ. 
则 vg,h e Z, 我 们 有 


Plgh) = p(g)p(h) = AG)DAH)D = A(g)A(A)I, 
e(g*) = AD = AG) I. 
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这 说 明 gh, 9! € Z. 因而 A(gh) = AGAC) 5 Ag?) = Mg 1). FR, ZO 
的 子 群 , 且 和 是 2 的 线性 特征 标 . 我 们 有 


X(9) = fA(9), V9 € Z. 


这 证 明了 (b) 与 (c). 

显然 , kerx = ker à. 故 Z/kerx 同 构 于 和 的 像 , 而 后 者 为 C 的 |G| 次 单位 
根 组 成 的 乘法 循环 群 的 子 群 . 它 必 是 循环 群 . 这 就 推出 了 (d). X, kerx = kerp 
5 p(Z) € 2Z(p(G)), 这 里 Z(p(G)) 是 群 p(G) 的 中 心 . 于 是 得 到 (e). 

最 后 , 如 果 g(kerx) € Z(G/kerx), W p(g) € Z(p(G)). 如 果 x € IrrcG, 则 
由 推论 (1.4.3) 与 (4.1.1) 的 性 质 6 知 p(g) = el, 这 里 e 是 C 中 某 单位 根 . 故 (f) 


可 从 (a) 与 (e) 推 得 . 口 
(4.3.6) 推论 Z(G)= 门 Zo. 
XEIrrG 
证 我 们 有 


(Z(G) ker x)/ kerx  Z(G/ker x). 
故 由 引 理 (4.3.5)(f) HERI 
Z(G) € Z(x), Vx € IrrcG. 


RZ, Wg € Z(x), Vx € IrrcG. 则 g(ker x) € Z(G/ker x). 


于 是 [9,2] := glz-lgz Ekery, VreG. 
因此 , [9,2] € () kerx = {1}. 这 说 明 9 与 z 可 交换 , Vz € G. $ g € 2(G). 口 
XEIrrG' 


Vx € IrrcG, 子 群 Z(x) 可 由 G 的 特征 标 表 求 得 . 于 是 G 的 中 心 2(G) 也 
可 从 G 的 特征 标 表 求 得 . 由 此 可 知 : 利用 G 的 特征 标 表 , 我 们 可 用 下 法 推 知 G 
是 否 为 筹 零 群 : 先 找到 Zo = Z(G). 从 G 的 特征 标 表 得 出 商 群 G/Z(G) 的 特征 
标 表 . 由 后 者 又 可 求 得 Z(G/2(G)). $ Z(G/2Z(G)) 在 G 中 的 原 像 为 Z. 再 从 
Z 出 发 重复 同样 的 过 程 . 这 样 得 到 G 的 上 中 心 列 . 熟知 G 是 知 零 群 当日 仅 当 
G 的 上 中 心 列 终 止 于 G. 


(V) 计算 群 代数 中 心 的 结构 常数 . 


设 FcC 是 G 的 分 裂 域 . 
我 们 已 经 知道 群 代数 FIG] 的 中 心 有 FÆ 


{x= Bs 


ree 


isic}, 
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HO =(1}),G,--- Ca 是 G MRAM. 我 们 有 乘法 关系 式 


KiK; = > ci Ke, (6) 
k 


这 里 结构 常数 {ci} 是 满足 以 下 等 式 的 非 负 整数 : 
cise = |Xikl. 


Xijk = {(2,y) € G x Ge € Gy € G, zy = z}, z BG, 中 某 固定 元 素 . 
设 p1,… ,ps 是 G 的 不 可 约 F 表示, 则 pm(Ki) 属于 pm(F[G]) 的 中 心 . 据 
定理 (3.2.3)(c) 知 
Pm(Ki) = wl, 1<im<s, 


这 里 w(”) eF. 两 边 取 迹 得 

hixmi = wf” Xm 
于 是 f= Hami ;1<im<s. (7) 
另 一 方面 , 以 pm ,作用 于 (6) 式 的 两 边 得 


wo 一 Seamus”, l<mc¢s. (8) 
k=l 


ETATER m, Ew, o 中 至 少 存在 一 个 非 零 元 , 这 推出 以 
(Sj ) — cise dics, kss 为 系数 矩阵 的 s 个 线性 齐 次 方程 组 有 非 平凡 解 {w™ LES 
k <s}. 于 是 det(5j0” 一 cuk) = 0. BOER (W, w) 是 sx s 矩阵 
(cise )ici.ece 的 特征 值 . 

下 面 我 们 要 证 明 :(6) 式 中 结构 常数 {cijk} 可 直接 从 G 的 特征 标 表 得 到 . 


(4.3.7) 命题 YI <i, j,k <s, FX 


XmiXmjXmk 
Cijk = XmiXmjXmk 
a= TG WÈ Xm ®) 


RÈ. 
证 由 (7) R5 (8) 式 得 : hihjXmiXmj = Xml Y CijkħhrXmk- 
k=1 


两 边 乘 以 = BE m 上 取 和 , 则 由 定理 (4.2.5) 推出 


: . . 
(Xmi) hih > XmiXmj Xml = > Cijkhk > XmkXmi = cant Cl, 
mai k=1 mat 
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由 此 立 得 命题 的 结论 . ; o 

由 命题 (4.3.7) 知 {cijk} 由 G 的 特征 标 表 , 常数 |G| 与 {hill <i < 5} 所 确 
定 . 而 由 (1) 知 |G| 与 {hs} 也 可 从 G 的 特征 标 表 得 到 . 故 {ci} 可 由 G 的 特 
征 标 表 确 定 . 

反之 , 由 {cyk} 也 可 计算 出 G 的 特征 标 表 . 

(4.3.8) 命题 关于 FG) 的 中 心 的 结构 常数 {cijk} 的 知识 等 价 于 关于 G 
的 特征 标 表 (xij) 的 知识 . 


证 我 们 已 经 证 明 由 (xiy) 可 算出 {ijn}. RE {cij} 已 知 . 先 来 确定 常数 
{uf}. 


令 Ai H sx s EP (cijk) jk, 1 <i < 9. Roma ,1<m<s. È 


Bw” =1, V< m< s. 由 (8) RA 


Aiwm =m, 1<imegs. 


则 wm 是 矩阵 A1,… , As 的 特征 值 分 别 为 o, ,wl” 的 公共 特征 向 量 . 
我 们 断言 : 在 允许 相差 一 个 纯 量 倍 的 意义 下 ,向 量 {wmll < mm < s} 是 
矩阵 {Aill < i < s} 的 仅 有 公共 特征 向 量 , 即 任何 其 它 公 共 特 征 向 量 只 能 是 
{wm|l < m < s} 中 某 一 向 量 的 纯 量 倍 . + V 为 FE s 个 列 向 量 wr,… ,ws 张 
成 的 空间 , 并 把 {A} 看 作 V 上 线性 变换 . 则 由 (8) 式 推出 {wml <m < s} 是 
F 上 线性 无 关 向 量 集合 . 故 ` 
V= (4>) Fwm. 


m=1 


由 定义 知 矩 阵 {Ai} 提供 F 代数 Z = Z(F(G]) 关于 基 {Ki} 的 正则 矩阵 表示 . 
故 有 关于 V 上 线性 变换 的 关系 式 


AiAi = > Cijk Ak. 
k 


这 推出 映射 Ki 一 > Ai,1 <i<s, 定义 了 ZEV 上 的 一 个 表示 . 进而 , 子 空间 
集合 {Fwmll < m < 5} 提供 了 Z 的 s 个 一 维 表示 . 由 于 对 于 m Xn, 不 可 能 有 


w™ =u, Vi<iK<s, 
故 这 s 个 一 维 表示 两 两 互 异 . 因而 这 些 一 维 表 示 组 成 了 2 的 不 可 约 表 示 的 代表 
RR. 因为 矩阵 A1,… , A, 的 任何 公共 特征 向 量 v 提供 了 2 的 不 可 约 (一 维 ) 表 
示 , 所 以 v 必须 是 {wmll < m < s} 中 某 一 向 量 的 纯 量 倍 . 
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由 于 列 向 量 wm 的 第 一 个 系数 w 均 为 1, {wr +++ ,ws} 是 矩阵 集合 {Aill < 
i < s} 所 唯一 确定 的 具有 这 种 性 质 的 公共 特征 向 量 集合 . 因此 {sims 
s} 可 由 {cin} 计算 而 得 . 再 由 (7) 式 知 : 
wl = Nm, 1 ime. 
Xml 
由 于 
fh, MRCS = Go 
Yo, MRE H G 


这 里 E = {z-llz e 6), BAR {hi} 可 由 {ci} 所 确定 , 故 数 集 {x= 1<i, 
me a 也 可 由 {cyr} 所 确定 . 最 后 由 推论 (4.2.3) 知 


Xm Lm IG 
Xm * (Xm1)? 


i=l 


于 是 次 数 {xm} 可 由 {cijx} 所 确定 . 因此 特征 标 表 (xii) 也 可 从 {cij} 计算 而 
得 . o 


习 题 


1. 证 明 G 的 导 群 可 由 G 的 特征 标 表 确 定 . 
2. Va,y € G, I |z, y] = 2 y~* zy. 
(0) 42,9 e G. 则 存在 ye G 使 9 REF [zy MH DD KORD zo. 


x€lrreG 


四 全 ysG WEE ayec o= MEO T #0 


3. 设 x 是 G 的 忠实 特征 标 ( 即 kerx = {1}). W H Py G AURTEN BS XH 
的 每 个 不 可 约 分 量 是 线性 的 . 

4. RG=HxK. & p € IrrcH 4 PE IrcK. M py EBR + (\Z(H)|, |Z(K)!) 
=l. 

5. t H < G,x € ch (G). 则 

(a) (xa, xa) < [G : HI(x, x). 

(b) 如 Xx € IrrcG, W x(1)? < [G : Z(x)]. 等 号 成 立 当 目 仅 当 x(g) = 0, Yg € G- Z(xX). 

6. & x € IrrcG, G/Z(x) 是 阿 贝尔 群 . 则 [G : Z(x)] = x(1)?. 


§4.4 特征 标 值 的 整 性 
为 了 讨论 特征 标 值 的 整 性 , 让 我 们 先 推广 通常 意义 上 的 整数 概念 . 
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设 RBI, 4 是 任意 环 . 如 果 存 在 环 同 态 y: R 一 2(4) 使 得 (12) = 
la, 则 4 有 尽 模 结构 


az := yp(a)z, 


且 满足 a(zy) = (az)y = z(ay), Va € R, z,y € A, KAW RRA BR, RAK 
是 F 代数 概念 的 推广 . 

(4.4.1) 定义 RAR RRM ACA. 如 存在 首 一 多 项 式 f(x) € Riz] 使 
得 f(a) = 0, 则 称 a 为 RR. 

(4.4.2) 引 理 设 4 是 忆 代 数 ,ae4. 则 下 述 条 件 等 价 : 

(a) a 是 RK. 

(b) Ria] RA RAR RH. 

(c) 存在 AM RFRA BRACB,ABRAMARAR RFR. 


如 RAR 4 作为 环 是 交换 的 , 则 称 4 为 交换 RB. 

(4.4.3) 推论 交换 尽 代 数 4 的 所 有 尽 整 数 集合 形成 4 的 RFRK, 

上 述 引 理 及 其 推论 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

(4.4.4) 定义 RAR RAK HA BMA RERRSA RE A PORE 
AA. t REA 中 的 整 闭 包 等 于 R14, MARE A PRA. 如 REER, K 


是 RHDH, WK 有 自然 的 RREH. 如 RÆK PEA, 则 称 RAB 
闭 的 . 


熟知 唯一 因 式 分 解 整 环 是 整 闭 的 . 特别 , 整数 环 Z 是 整 闭 的 . 

称 C 中 所 有 Z 整数 为 代数 整数 . 这 些 代数 整数 全 体形 成 环 , 记 作 I. 由 Z 的 
KAEA INQ =Z. 显然 , C 的 所 有 单位 根 都 属于 IL 于 是 由 (4.1.1) 的 性 质 6 
知 : 每 个 xe cht(G) 的 值 域 属于 1. 

设 (p,V) € IrrcG 有 特征 标 x, p 可 被 看 作 C[G] 的 不 可 约 表示 .由 推论 
(1.4.3) 知 

p(z)=w(z)lv，vYzeZCIch)， 


这 里 w(z) EC, 1v EV 上 恒 等 变换 . 为 表明 w 依赖 于 x 起 见 , 我 们 也 以 wx 记 
w. 由 于 

p:C[G] 一 Endcy 
是 代数 闻 态 , w : Z(CIG]) 一 C 也 是 代数 同 态 ， 特别, w 是 C 线性 的 . 令 多 
为 G WTR. K = 》 9 为 对 应 于 © 的 类 和 . 则 K e 2Z(CIG])， 由 


IEF 


+104: 第 四 章 SERB 


p(K) = w(K)1v 得 知 


XAK) = x(K) = Ð x(z) = 1x(g), Yg €V. 
zee 


— XWF 
FE w(K) = x)” Vg Ee. a) 
(4.4.5) 定理 对 于 任何 X e IrrcG 与 G 的 类 和 K Ee C[G], wx(K) 是 代数 
整数 . 
证 RA, E, BG IEX, 其 对 应 的 类 和 分 别 是 Ki,… Ka. 由 84.3 
里 的 等 式 (6) 推出 


KiK; = coKw 这 里 cy € Z. 
v 


HF w = wy :2(C[G]) > C 是 代数 同 态 , RITA 


w(Ki)w(Kj) = D cijw(Ko). (2) 


令 5 为 由 所 有 w(Ki), 1 < i < s, 的 整 线性 组 合 形成 的 集合 . 则 由 (2) RA 5 在 
乘法 下 封闭 . 因 w(1) = 1, 所 以 ZCSCC. 由 于 8 作为 Z 模 是 有 限 生成 的 , 引 
理 (4.4.2) 告诉 我 们 : 5 的 所 有 元 素 都 是 代数 整数 . 特别 , wx(K) 是 代数 整数 . O 


下 面 我 们 将 利用 特征 标的 整 性 导出 关于 群 G 的 不 可 约 特征 标 次 数 的 一 些 
结果 . 


(4.4.6) 定理 Vx € IrrcG, 我 们 有 x(1)|Gl. 
证 由 特征 标的 正 交 关系 得 : |G| = > x(g)x(g-!). 现在 要 以 wx 来 改写 此 
G 
等 式 . 沿用 定理 (4.4.5) 证 明 中 的 记号 6 Ka 1 < i< a. 4 gi € 6. 则 由 (1) 式 
得 


IG] = So laxat) = Yo x(1)wx (Ka)x(7*)- 
é=1 


i=1 


于 是 i Lalka’ en-z. 


这 推出 x(1)|IG|. 口 
定理 (4.4.6) 的 结果 可 被 进一步 强化 . 
(4.4.7) 定理 Vx € IrrcG, 我 们 有 x(1)|[G : 2(x)]. 


— 一 
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证 把 x 看 作 商 群 G/Ker x 的 特征 标 . 故 可 不 失 一 般 性 地 假设 Kerx = {1}. 
此 时 , Z(G) = Z(x)- 

VYz,y € G, 定义 关系 z 三 四 如 存在 € Z = Z(G) 使 z 与 yz 在 G PRM. 
易 见 = 是 G 上 的 等 价 关系 . 我 们 断言 : 如 z 三 y, 则 |x(z)| = |x(y)|. 这 因为 : 由 
引 理 (4.3.5)(c) 知 xz = x(1)A ( 注 : xz 为 x 在 Z 上 的 限制 ), 这 里 入 是 2 的 一 
个 忠实 线性 特征 标 . 同时 有 

x(yz) = A(z)X()，vze2yeG. 
H z = y, WHE z € Z 5 g € G, RNA 
g zg = yz. 


因此 x(a) = A(z)x(y). 因为 |A(z)| = 1, 所 以 断言 正确 . 
设 可 !, 罗 2,… 6, 是 G 的 所 有 使 x 取 非 零 值 的 = 等 价 类 , 则 有 


ial = E ix)? = Flix, 
gEG i=l 


这 里 g; 是 F: 的 代表 元 . > Cl (gi) 为 G WA gi MFA, 我 们 断言 : 
[| = [Cl(go)ll21. 


RAW: 多 中 每 个 元 素 > 有 形状 yz, 这 里 y € Cl(9i)，z € Z. 故 只 要 证 明 : 
Vy,y € Cl(gi) 45 2,2’ € Z, 


yz =y? yay z=. 
由 于 x(y)A(z) = xA) 与 x(y) = xl’) = xla) + 0, 我 们 有 A(z) = A(z’). 因 
为 入 在 2 上 忠实 , 所 以 z = z 这 推出 y = y, 断言 正确 . 
于 是 有 


r r 


lal = D Elx)? = IAG )ix(o)x(9F IZI 


i=l i=l 
= Dx(Dwx(Ki)x(g7 )2), 
i=l 
这 里 K= J 9. 这 推出 
gECl(gs) 


SO. =P u(Kix( >) EINQ=Z, 
i=l 


BY x(1)[G : Z]. 据 本 证 明 开 始 时 的 说 明 , 我 们 得 
x(DIG : 200]. 口 
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(4.4.8) 推论 Vx € IrrcG, 我 们 有 x(DI[G : 2(G)]. 


证 因为 G 的 中 心 Z(G) 含 于 每 一 个 Zo) 中 ， sata 
(4.4.7) 推出 . 

用 特征 标的 整 性 理论 证 明 著名 的 Burnside F PEE EE 
论 在 群 论 上 应 用 的 一 个 成 功 范例 . 下 面 将 给 出 这 一 证 明 . 为 此 需要 两 个 预备 定 
理 . 

(4.4.9) 定理 (Burnside) 设 x € IrrcG, € AG HHRK, gE. 假设 
(x(1),|@]) = 1. MHA g € Z(x), 要 么 x(g) = 


证 由 (1) 式 与 定理 (4.4.5) 知 ， xo 是 代数 整数 . 由 于 (x(1), 161) = 1, 
存在 u,v € Z 使 等 式 ux(1) + oe] = 1 成 立 . 因此 


xX(9)(1 — ux(1)) _ vz(g)lY| 
x(1) x(1) 
是 代数 整数 . 显然 ux(g) 也 是 代数 整数 . 这 推出 a = x(g)/x(1) 是 代数 整数 . 设 
g ¢ Z(x), 则 由 (4.1.1) 的 性 质 6 知 


Ix(9)| < x(1). 


因此 Jal < 1. 

S n ATK g 的 阶 数 . 令 E 为 有 理 数 域 Q 上 多 项 式 z" -1 在 C 中 的 分 
ZUR. N a € E. RHRE EQ LAMP. HF x(g) 是 x(1) 个 单位 根 的 
A, 我 们 看 到 : Vo € H, o(x(g)) 也 是 x(1) 个 单位 根 的 和 . 这 推出 : Vo e H, 我 们 


有 lc(x(9))| < x(1), 因此 |e(a)| < 1. 这 推出 : fai cla)| <1 


o€EH 
我 们 知道 : Yo € H, o(a) 与 a 满足 同一 个 有 理 系 数 的 不 可 约 多 项 式 , 因此 
o(a) 也 是 代数 整数 . 于 是 8 = 了 了 ola) 是 代数 整数 . 但 显然 8 被 所 有 oe H 所 


o€H 
HA. HME EMO: 8 e QNI- Z, BB EZ. 又 因为 jg| <1, HF p= 0. x 


推出 : FER o € H EBR o(a) = 0 成 立 . Bait 0 = a = Xi, 也 即 x(g) = 


口 


(4.4.10) 定理 设 G 是 非 阿 贝尔 单 群 , 则 {1} 是 G 的 基数 为 素数 固 的 仅 
RRR. 


证 设 geG, |Cl(g)|=p? 5941, XE p 是 素数 , o 是 某 正 整 数 . $ xe 
IrrcG,x # le (lc 是 G 的 单位 特征 标 ). 则 由 G 为 单 群 的 假设 知 Ker x = {1}. 
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又 因 G 不 是 阿 贝尔 群 , 故 由 引 理 (4.3.5)(e), RATA Z(x) = Z(G) = {1}. 因此 如 
ptx(1), 则 从 定理 (4.4.9) 推 知 x(g) = 0. 有 


0= xreg(9) = > ，x(Dx(g) = 1+ x, x(1)x(g)- 
XeFrG 
Me 


记 a= Z XX). M a 是 代数 台数 因为 pa = -1, FL -À = a e 


INQ= z. “但 这 是 不 可 能 的 . 故 定 理 得 证 . 口 
现在 我 们 可 以 着 手 证 明 Burnside 的 可 解 性 定理 了 . 


(4.4.11) 定理 设 |G| =p%q?, RL p,q 都 是 素数 , a,b MRA HHH. NG 
是 可 解 群 . 


证 当 p=g 或 ab=0 时 结论 显然 . RR p¢q 5 abo. 在 |G| 上 运用 
归纳 法 . 可 设 |G| > 1. 取 G 的 极 大 正规 真子 群 N. 如 |N| > 1, 则 由 归纳 假设 知 
N 与 G/N 都 可 解 , 因此 G 也 可 解 . 

现 设 N = {1}, W G BAH. BP + {1} 是 G 的 一 个 Sylow FH. 可 取 
9 € Z(P) fH g £1, IU |Cl(g)| = [G : Ca(g)] 整除 [G :了 PP, 所 以 1Cl(g)| EEEN 
于 是 由 定理 (4.4.10) 推出 单 群 G 是 阿 贝尔 群 . 故 G 仍 是 可 解 群 . 


习 题 


1. 试 给 出 引 理 (4.4.2) 与 推论 (4.4.3) 的 证 明 . 

2. 设 G 是 p 群 ,x € IrrcG. 证 明 : x(1)7(G : Z(x)]. 

3. (L. Solomon) 证 明 特征 标 表 的 每 行 和 为 非 负 有 理 整数 . 

提示 ik G PME FAAS, 考虑 由 此 而 得 到 的 时 换 特 征 标 . 

注 特征 标 表 的 每 列 和 也 是 整数 , 但 可 能 是 负数 . 

4. (Burnside) $ |G| 为 奇数 , lo # x € IrrcG. WE x # X. 

提示 利用 特征 标的 正 交 关系 证 明 : W x le 与 x =X, M x(1) = 20, 这 里 a BH 
代数 整数 . 

B. 对 于 群 G 的 特征 标 x, © T(x) = {x € Glx(z) = 0} M U(x) = {x € GIlx(z)| = 1}. 
证 明 : 

(a) T(x) 和 U(X) 是 G Hse SEER ASF. 

(b) 如 果 M € {T(x),U(x)} 和 z € M, 则 循环 群 (z) 的 每 个 生成 元 都 属于 M. 

(c) 如 果 = € U(x) , 则 x(z) 是 单位 根 . 

6. (ALL Veitsblit) 设 H < G 和 XeE T(G). 则 (xr, xu) <1+ rol, 等 号 成 立 
当 且 仅 当 GH CT(x)UU(x), 这 里 X\Y RHA X 关于 Y HAR. 
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提示 HA=G\HUTO). M 
(xan x11) = Fi Deseo KO - yj Deven KDP = 1G H) - Teea. 


我 们 有 
G: H) ITOH] , lAl 
[6:H]=1 \H| |H) 


当 A= 必 时 有 (xan xa) = 1+ COME peas ayn c TOUVOD. Ri AZo. 则 


Conx) =1+ POM ajuda? 


由 特征 标 值 的 整 性 可 推出 |A|-! Doe, |x(z)|? > 1, 进而 推出 不 等 式 
Cem en < 1+ ZOONA, 


BR G\H C T(x)UU(x) 当 且 仅 当 A C U(x)， 可 证 后 者 成 立 当 且 仅 当 (x#,xn) = 
1+ ZOM 
7. B x € Irr(G), deg x > 1. 2 N(x) = (T(x). 
(a) 证 明 : ZONTO) = T(x) 和 Z(x)U(x) = U(x). 进而 证 明 : |Z (x)| 整除 |I7(x)|， 
(b) 证 明 : (i) N(x) 4 G. (i) Xwoo € Irr(N(X)). 

(iii) G\N(x) S U(x). (iv) Z(G) € Z(N(x)) E 2(x) © N(x). 
提示 ”运用 习题 6 HAR. 
8. 如 G 的 某 共 固 类 的 元 素 个 数 是 素数 短 , 则 G 不 是 单 群 . 


Ix(@)P -1). 


zea 
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我 们 在 83.2 里 已 讨论 过 群 在 分 裂 域 上 表示 的 一 些 性 质 . 现在 让 我 们 运用 特 
征 标 理论 来 研究 这 方面 的 进一步 性 质 . RE 83.2 中 那样 , 当 谈 及 群 G (或 群 代 
数 FIG) 的 表示 p 时 , 总 假定 已 选 定 了 p 的 表示 空间 的 一 组 基 B. 把 p 与 pp 
等 同 起 来 , 故 可 称 “HERE plg)”, Vg €G. 
(4.5.1) 命题 设 QCFCC, 则 
FRG 的 分 裂 域 <— IncG = IrrpG. 


证 (=) 这 可 由 推论 (3.2.10) 推出 . 

(=) 设 FrcG = IFrrG. 令 pe IrrcG. 则 存在 ne ErG (E n° 与 p 有 相 
同 的 特征 标 . 由 IrrcG 中 元 素 的 正 交 关系 知 : p 是 n° 的 唯一 不 可 约 分 支 , 其 在 
n° 中 出 现 的 重 数 为 1. 于 是 n° ~ p. 现在 我 们 的 结果 可 从 定理 (3.2.11) 推出 . 口 


下 面 的 结果 即使 不 作 E 是 分 裂 域 的 假设 也 仍然 成 立 . 今后 我 们 要 证 这 更 一 
般 性 的 结果 . 
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(4.5.2) 引 理 设 马 是 G HARM. 则 IrrgG HARMEZ, 互 异 及 E 线 
性 无 关 . 


证 $ eG = {pi}. 令 xi 为 pi 的 特征 标 . 把 xi 扩充 为 EG) 的 特征 标 ， 
后 者 仍 记 作 xi 因 E G 的 分 裂 域 , 故 由 定理 (3.2.3) 知 


pi(E[G]) = Mn, (E), 


这 里 ni = deg ps， 于 是 可 取 a & EC] 使 Xi(at) = 1. HEM (3.2.8), iis 
xla) =0, Vi # j. 这 推出 我 们 的 结论 . 


设 马 是 MDM. 接 下 去 要 证 : 在 某 种 意义 下 , 集合 ire 并 不 依赖 于 
IR E. 对 于 G 的 特征 标 x 与 域 F, RINE F(x) 为 由 {x(g)lg € G} 在 F LAR 
的 扩 域 . 


(4.5.3) 引 理 it EAMG HARM, x E IrrgG. HK = K(x) C E. 设 
FIKAGHA—-+PRR. N] x € IrrpG. 


证 WFP RASH K 同 构 的 域 并 不 影响 我 们 的 结果 , 不妨 设 E, FC 工 ， 
这 里 LÆR. 由 推论 (3.2.10) , L Æ G 的 分 裂 域 , H IrrrG = IrrLG = IrrgG. O 


下 一 个 结果 对 于 研究 满足 条 件 char.F = p > 0 的 域 F 上 的 表示 有 重要 意 
X. 其 证 明 依 束 于 一 个 熟知 的 事实 : 有 限 整 环 是 域 . 


(4.5.4) 定理 设 p 是 G 的 绝对 不 可 约 EAM, 这 里 char. E=p>0. K 
X p 的 特征 标 . 令 HE OFM, 满足 F= Fy). 则 存在 G 的 某 绝对 不 可 
FRE nik p~n. 

证 先 设 | 可 < oo. 在 |E| 上 运用 归纳 法 . 不 妨 设 F 是 E 的 极 大 真子 域 ， 
即 F G E, 且 不 存在 EWR LE POLS ER. 令 4 为 由 矩阵 p(g),g EG, 
的 所 有 F 线性 组 合 所 组 成 的 集合 . 则 A 是 矩阵 代数 M(E) 的 F FRY, 这 里 
n = deg p. 如 ae Z(A), W a 是 与 所 有 p(9),g € G, 相交 换 的 E LIER. HF p 
是 绝对 不 可 约 的 , a 必须 是 纯 量 矩阵 . 于 是 F1 C Z(A) C EL 这 推出 2(4) 是 
有 限 整 环 , 因而 必须 是 域 . 但 F 是 E 的 极 大 真子 域 . 故 要 么 Z(A) = F1, #4 
Z(A) = 

如 Z(A) = £1, M) A = EA = p(E[G]). 因 p 是 绝对 不 可 约 的 , 所 以 由 定理 
(3.2.3) 知 : A = Mn(B). 于 是 如 a € E — F, WTI a € A {Ë tr. a = a. E a Æ 
HERE p(g), g EG, 的 F 线性 组 合 , 其 迹 必须 属于 F. 这 个 矛盾 说 明 2(4) = 

其 次 , 我 们 断言 : 存在 某 正 整数 bk 使 有 FF 代数 同 构 


A M,(F). 


ee 
i 
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为 了 证 明 该 断言 , 我 们 先 要 证 A 是 半 单 的 , 据 定理 (1.6.4), 这 只 须 证 4 不 
SESE RE, 如 工 是 4 SB, 则 EI 是 


EA = p(E|G]) = Mn(E) 


AES BEE. 因 M(E) 是 非 寡 零 的 单 代数 , 故 I = 0, 断言 得 证 . 
我 们 知道 半 单 FF 代数 4 是 其 非 零 极 小 理想 的 直 和 . 由 于 dimp Z(A) = 1 4 
只 含有 一 个 直 和 项 . 故 4 = M(4) & Am, 这 里 M 是 某 不 可 约 AR $ D= 
End4M. 由 引 理 (1.4.2) 知 D 是 可 除 环 . 因为 dimp M =k < œ $ |F] < 00, R 
们 有 |D| < co. 故 D 是 域 . 
据 定理 (1.7.2), RIVA Am = EndpM. 于 是 DC Z(Am) =F. AD&M 
上 所 有 下 纯 量 算 子 , 这 推出 D = F1 及 


A Ay = EndpM = Endp M ~ M,(F). 
我 们 有 下 代数 同 构 p : A MF). 故 
n = yp: F[G] 一 Me(P) 


是 FIG] 的 表示 . 由 n 的 满 射 性 推 知 n 是 绝对 不 可 约 的 . 

我 们 断言 : 92 ~ p. KAW: 令 re IrpG Hp<7®. Wr aon 由 定理 
(3.2.8), 可 取 be F[G] 使 7(b) = 0 45 n(b) 40. 因 p< re, RITA p(b) =0, & 
n(b) = yp(p(b)) = 0. 这 个 矛盾 说 明 n~ 7 Rp <n®. An 是 绝对 不 可 约 的 , 故 断 
言 成 立 . 因此 本 定理 当 EE 是 有 限 域 时 成 立 . 

现 考虑 当 E 是 无 限 域 时 的 情形 . 因 可 以 较 大 的 域 来 代替 E 而 不 影响 我 们 
的 证 明 . 不 妨 设 E 是 代数 闭 域 . 令 K 为 EE 的 素 子 域 ( 即 由 p 个 元 素 组 成 的 子 
域 ). 据 命题 (3.2.13), 存在 G 的 分 裂 域 L 2 K 使 [L : K] < oo. 由 于 ERK 
闭 域 , 可 设 LC E, 则 存在 re FrLG 使 p ~ rë, 这 里 r 的 特征 标 x FE LNF 
中 取 值 . 

因为 |L| < co, 第 一 部 分 的 证 明 告诉 我 们 : 存在 绝对 不 可 约 LF RR n ja 
ni ~ 7, 于 是 nF ~ p. 因此 n 为 所 要 求 的 F 表示 . 

以 后 , 在 推论 (4.5.13) 中 要 证 明 : 当 条 件 “ p 是 绝对 不 可 约 的 ”减弱 为 “p 
是 不 可 约 的 ”时 , 定理 (4.5.4) 的 结论 依然 成 立 . 

称 G 的 元 素 阶 数 的 最 小 公 倍数 为 G 的 指数 . 显然 , G 的 指数 是 |G| HAT. 


(4.5.5) 推论 设 G 有 指数 n. 设 多 项 式 zr 一 1 在 下 中 分 裂 成 一 次 因 于 的 
HAR. 如 char. F=p>0,M FRG 的 分 裂 域 . 


证 BED FEG 的 分 裂 域 , x e IrreG. 则 x(g) Bn 次 单位 根 的 和 . 故 
x(9) E F. 因此 我 们 的 结论 可 从 定理 (4.5.4) 与 (3.2.11) 推出 . a 
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上 述 推论 当 char. F = 0 时 也 成 立 . 其 证 明 要 用 到 Brauer 的 诱导 特征 标定 
理 . 故 留 待 以 后 再 讨论 . 
B E EHR, o € Aut(E), 这 里 Aut(E) 是 E bh ARR. 又 设 p BCH E 
和 矩阵 表示 : Vg EG, 
(9) = (ai;(9)), aij(9) E E. 


今 定义 pc(g) = (oc(aij(9))). 则 p7 也 是 G 的 已 和 矩阵 表示 . 类 似 地 , Mr: G> E 
是 一 个 函数 , 则 定义 
7°(9) :=o(r(9)), Yg EG. 


设 p 的 特征 标 x 在 FC E 中 取 值 . 令 € Aut(F). REA: x* 是 否 一 定 属于 
ch 志 (G)? 

(4.5.6) 引 理 it E Æ G HIRR, x eIrsG. RF = F(x) CE. 令 
T € Aut(F). 则 x7 € IrrgG. 


证 WEE E RAAR. F c EE F RAAR. 则 由 推论 (3.2.10) 与 
引 理 (4.5.3) 得 
IrsG = IrrgG = IrrpG. 


于 是 x € IgG. 因为 据 伽 罗 华 理论 知 r AY AEA F OY H EI, 所 以 x7 e Ing. 
这 推出 xr e IrrgG. 口 

BERK 的 扩 域 , x e chE(G). 则 K(x) CE. 注意 K(x) 属于 多 项 式 
zn 一 1 在 KK 上 的 分 裂 域 , 这 里 n 是 G 的 指数 . 因为 z" - 1 在 天 上 的 分 裂 域 
FMB EIR, 它 的 伽 罗 华 群 是 阿 贝尔 群 . 故 K(x) 是 K ARKEP EI R, 
HAMDE Gal K(x)/K 是 阿 贝尔 群 . 

设 已 是 G 的 分 裂 域 , FCES xy es IrsG. 如 F(x) = F(w), BFE 
o € Gal F(x)/F {E x” = y, WK x 5 y Æ F EWP ERR. 显然 , PES 
是 IrrgG 内 的 一 种 等 价 关系 . 


(4.5.7) 引 理 RE RG 的 分 裂 域 , XeIrreG. +O CirgG AS HF 
LiF RRR, 这 里 PCE. MRNA 

(a) 32 K C E,K = K(x) 5 o € Gal K/(K()F), yx” € ®. 

(b) CF5 YEO Nyh x KK bmFeeH, 

(©) |®| = [F(X) : F]. 

证 (a) 由 引 理 (4.5.6) 知 x7 € IrsG. S (KI F)(x) 是 KAF 的 正规 
TR, 故 (K 门 F)(x) CK E o 的 作用 下 不 变 . 不 妨 设 K = (KN F)(x). 于 是 
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K C F(X).F(x) 的 任何 真子 域 都 不 含 FUK. 由 伽 罗 华 理论 知 : 限制 映射 


Gal F(x)/F > Gal K/(KNP), 


omok 


是 满 射 ， 故 存在 某 r e Gal F(x)/F iE x =x. S FOC) = F(x). 因此 
x7 =X" EO. 

(b) Æ (a) 中 以 Fo 代替 F 和 以 F(x) 代替 K 即 推出 (b). 

(c) 更 是 x 在 Gal F(x)/F 的 作用 下 的 轨道 ， 据 F(x) 的 定义 知 : x 在 
Gal F(x)/F 的 稳定 子 是 平凡 子 群 {1}. 故 

|®| = |Gal F(x)/F| = [F(X) : F]. 口 

设 pe 严 rG. REIF ERG 的 分 裂 域 . 我 们 考虑 表示 ps. 要 证 明 P 是 
完全 可 约 的 , 它 的 各 个 不 可 约 分 量 的 重 数 都 相等 . 这 些 分 量 的 特征 标 形成 F 上 
HMD ERK. 它们 的 重 数 当 char. F #0 时 都 等 于 1. 


(4.5.8) 引 理 RFCE IE: Fl=n<0,V 是 对 应 于 pe IrrgG 的 E[G] 
模 , 则 V 可 被 当 作 F[G] 模 . FAV 对 应 于 某 7 € RF(G)+. 

(a) deg T = ndeg p. 

(b) 在 等 价 意义 下 , 存在 唯一 的 mEIrpG 使 n<T 与 p<ns. 

(c) 如 p 有 特征 标 x 使 F(x) =F, U r 有 特征 标 nx. 

证 可 把 V RE F ÈN, G v ,vm 为 V 的 巨 基 ,el,… ,en 为 EE 的 
F 3%, WU {eiv;} Æ V 的 下 基 . 故 dimp V = mn. 这 推出 (a). 

由 推论 (3.2.9) 知 存在 7 e IrrrG (在 等 价 意义 下 唯一 ) 使 p < m5. 由 定理 
(3.2.8), 可 取 be FIG] C EIG] 使 n(6) = n(1) 与 m0(b) =0, Yno € IetrG, m ~% n. 
因为 p < n”, kh nb) 是 恒 等 矩 阵 可 推出 p(b) 也 是 恒 等 矩 阵 , 5 以 恒 等 算 子 作 
用 于 V. 故 7(b) 是 恒 等 矩 阵 , r 的 每 个 不 可 约 分 量 m 满足 m) A 0. 因此 每 个 
ni 等 价 于 n. 这 证 明了 (b). 

令 geG. 写 gvi =F ajvj, aji € E, W 


x(9) = J os. a) 
BS aije = 》 Bigwer, VS wy Sn, Bij € F. B r ARERR Y I 


g(eu%) = > Byipvevv;, 
jw 


V9) = >> Brinn (2) 
ip 
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我 们 有 (Eo) com E fimen: 
由 于 Do =x(g) € F, 我 们 得 

Das = Yo Bisons Yp, 1S pgn. (3) 
由 (1) 一 (3) 式 推出 (o). 口 


(4.5.9) 推论 it FCE, [E:F] =n < œ. pe ÑreG,n € IrrG, p< 
n®. 则 (deg n)|n(deg p). 

证 设 7 是 通过 把 对 应 于 p 的 E[G] 模 看 作 F[G] 模 而 得 到 的 F 表示 . 由 
推论 (3.2.9) 与 引 理 (4.5.8)(b), n 是 的 唯一 不 可 约 分 量 , 故 deg nideg 7. i 
结论 可 从 引 理 (4.5.8)(a) 得 到 . 

下 面 的 结果 是 把 定理 (4.5.4) 中 的 条 件 char. F = p> 0 去 掉 后 得 到 的 . 


(4.5.10) 推论 设 p 是 G 的 特征 标 为 x 的 绝对 不 可 约 EAT RECE 
MAF = F(x). NAE ne IrpG 使 p RF 的 唯一 不 可 约 分 量 . 特别 , 存在 某 
正 整 数 mm 使 的 特征 标 为 my. 


证 如 char. F = p > 0, 则 由 定理 (4.5.4), FHE n errG 使 02 ~ p. 故 结 
论 显 然 . WW char. F = 0. 

只 要 证 : 存在 某 正 整数 ”使 nx 是 某 FER r 的 特征 标 . 一 旦 这 被 证 明了 ， 
则 因 对 于 G 的 分 裂 域 L E, IrzG 是 L 线性 无 关 的 , 所 以 r 的 每 个 不 可 约 
分 量 有 特征 标 x, 它们 都 等 价 于 pr. 于 是 可 取 7 为 r 的 不 可 约 分 量 . 结论 可 从 
推论 (3.2.9) 得 出 . 

现在 让 我 们 来 找 所 要 求 的 F 表示 r. 由 命题 (3.2.13) 知 , 存在 G 在 F EW 
分 裂 域 Kk 使 [K :F]=n< oo. 由 引 理 (4.5.3) 知 x e IrkG, 取 特 征 标 为 x 的 
KIG) 模 , 并 将 其 看 作 FIG] 模 . 令 r 为 对 应 于 该 F[G] 模 的 F 表示 . Mepa 
(4.5.8) (c) Al r 有 特征 标 ny. 

在 推论 (4.5.10) 中 , 对 于 任何 使 p < nF 的 表示 me IntrG, 总 有 m ~n. Ş 
Æ p 也 是 nf 的 唯一 不 可 约 分 量 . 


(4.5.11) 定理 REAG 的 分 裂 域 , FRE OFR. A n elrrG. 则 

(a) nF 的 不 可 约 分 量 都 以 相同 的 重 数 出 现 ( 记 该 重 数 为 m). 

(b) 如 char. E #0, H m=1. 

(c) nF 的 不 可 约 分 量 的 特征 标 {Xi} 形成 IrgG 的 F Lio F RK D. 
故 YXi EO, 域 F(y;) 都 相同 . 
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(d) & L= F(x). 则 9 的 不 可 约 分 重重 数 都 等 于 1. 

(e) 如 了 È ni 的 不 可 约 分 量 , 则 rF 有 唯一 的 不 可 约 分 量 , 其 重 数 等 于 m. 

(E) IE 与 nE 都 完全 可 约 . 

证 设 p 是 7 的 不 可 约 分 量 . 设 Xx e IrrsG 是 p 的 特征 标 . > L = F(x). 
TH ne 的 不 可 约 分 量 使 p < rE. 由 推论 (4.5.10), p 是 75 的 唯一 不 可 约 分 量 . 
以 m 记 其 重 数 . 则 + 有 特征 标 my. 如 char. E AO, 则 由 定理 (4.5.4) 知 m=1 
及 是 绝对 不 可 约 的 . 

令 x = XX2,… ,Xn 为 x E F ESTAR PS. 由 引 理 
(4.5.7)(c) Al n = [L : F).Vo € Gal L/F, 


T : gi T9), WEG 


是 G 的 工 表 示 . 让 o PUR Gal L/F, 我 们 可 得 n 个 不 同 的 表示 7°, 它们 的 特 
征 标 分 别 是 mxi, 1 < i < mn. 因 当 char. F 40 WA m = 1, 故 在 任何 情形 下 ， 
mxl < i<n, 总 是 互 异 的 . 于 是 当 取 oX Gal L/F 中 不 同 元 素 时 ,7° 各 不 相 
同 . 

我 们 断言 : 每 个 (r")2 有 唯一 的 不 可 约 分 量 , 其 重 数 等 于 m， 这 因为 : 当 
char. E = 0 BY, 该 断言 可 从 特征 标 理论 推出 . 当 char. E = p > 0 时 , 77 是 绝对 
不 可 约 的 , 断言 显然 成 立 . 

我 们 再 断言 : n = [L : F] 个 表示 {77o € Gal L/F} 恰 形成 n 的 相 异 不 可 约 
分 量 的 集合 , 其 中 每 个 不 可 约 分 量 的 重 数 都 等 于 1. 因为 当 A, u Gal L/F, AŻ p 
Bt, (7^) 与 (74)? 的 不 可 约 分 量 互 不 等 价 . 故 只 要 该 断言 成 立 , 结论 (a) 一 (e) 
便 都 成 立 了 . 

现在 来 证 明 上 述 断 言 . As <n’, 且 


(n7)? =n", Vo €Gal L/F, 


这 推出 : Vo e Gal L/F, 77 是 n! 的 分 量 . 于 是 由 n= |Gal L/F| Ml n(deg 7) < 
deg n. 据 推论 (4.5.9), 
(deg )|n(deg 7). 
故 n(deg 7) = deg n. 
因此 7° 是 7 的 仅 有 不 可 约 分 量 , 其 重 数 等 于 1, 如 所 断言 . 

剩 下 要 证 : m7 与 02 都 完全 可 约 . 当 char. E = 0 时 , 结论 可 从 定理 (3.1.1) 
推出 . 现 设 char. E = p > 0. 不 妨 设 r 是 7 的 不 可 约 子 表示 . 因 (nh)? = nt, 
故 vc € Gal L/F, 7° Æ nl 的 不 可 约 子 表示 . SV 为 对 应 于 m7 的 LG. 令 
WAV 的 所 有 不 可 约 子 模 的 和 . 由 定理 (1.4.5), W 是 完全 可 约 的 . 于 是 只 要 证 
W=V. 
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因为 ni 的 每 个 不 可 约 分 量 是 77 的 子 表示 , V 的 每 个 合成 因子 都 作为 W 
的 合成 因子 而 出 现 . 由 于 V 的 合成 因子 的 重 数 都 等 于 1, 故 V/W 必须 是 平凡 
模 ( 即 零 模 ), 即 V = W, nb 是 完全 可 约 的 . 由 于 75 不 可 约 ， ae 

nE 的 完全 可 约 性 . 

现在 我 们 要 导出 一 些 推论 . 第 一 个 推论 推广 了 定理 (4.5.4). 

(4.5.12) 推论 令 F JEER. N IrrpG 中 元 素 都 非 零 ， 互 异 及 F 线性 
KK. 

证 RED PEG 的 分 裂 域 . 据 定理 (4.5.1D), IrrFG 的 元 素 是 IrreG 的 某 
子 集 元 素 和 的 非 零 倍数 , H frrG 的 不 同 元 素 所 对 应 的 IrrzG 的 子 集 的 交 是 空 
集 . 故 结论 可 从 引 理 (4.5.2) 推出 . 口 

设 IrrrG = {xX1,… ,Xs} 与 Xe ch$(G). 则 由 推论 (4.5.12) 知 : x 可 唯一 地 
表 成 rrG 中 元 素 的 整 线性 组 合 . 如 x= mixi 十 … + mx 与 X = mxa 十 
s+ mh xe 满足 mi > m, > 0,Vi, 则 记 x < x (比较 (2.4.3) 中 关于 群 表示 的 相应 
记号 ). 显然 , 如 p,p € Rr(G)+ 分 别 有 特 征 标 xx, Wx’ <x 当 且 仅 当 p <p. 
于 是 , 当 x e IrrrG 5 x < x 时 , 我 们 也 称 x x 的 不 可 约 分 量 . 

(4.5.18) 推论 RF CE 4S char. F=p>0. & pe IrrgG 的 特征 标 为 x. 
Rn eirrG HX p<në. 则 

deg 7 = [F(x) : F]deg p. 

特别 , 如 F(x) =F, p~n® 

证 设 工 2 已 是 G 的 分 裂 域 , ( E IrriG 是 pr 的 一 个 不 可 约 分 量 的 
特征 标 . 令 更 与 亚 分 别 为 在 ELSE F 上 含 ¢ Mies. 因为 
char. E = p> 0, 由 定理 (4.5.11), 只 要 证 : 


1%] = [F 0) : FI®l. 
由 引 理 (4.5.7)(b), 有 OCU. FR x= DOA FO) 中 取 值 . 故 F(x) S FC). 
因为 据 引 理 (4.5.7)(b), 有 eS 


|¥] = [F(0) : F]. 
必须 证 明 : 
I®| = [F(¢) : FO)]- 
& H = Gal F(6)/F(x). 如 oe H, Wl 
Ds=x=x =. 


AEs AES 


-116- 第 四 章 。 特征 标 理论 


由 Ir G 的 线性 无 关 性 与 引 理 (4.5.6) 知 H BRO. BAW 中 只 有 恒 等 元 才 固 
定 4, 这 推出 
|8| > |H| = [F(¢) : FOo)- 
但 是 , F(x) S ENFO), 故 
|®| = [E(¢) : E] = [F(¢) : ENF) < (FO) : FOO]. 

因此 || = [F(¢) : F(x). 即 

|| = [F(x) : F]|&l. 口 

由 83.2 知 : 当 F 是 群 G 的 分 裂 域 时 , 有 等 式 
ra= Dani 


这 里 BF G 的 互 异 的 不 可 约 表示 的 个 数 . 设 p 是 从 FIG| BID M,,(F) 
i=l 
的 同 构 映射 , pt 是 从 FIG] 到 Mn, (F) 的 映射 使 得 p = 了 pi. 现 要 考虑 p HH 
i=1 
映射 
(4.5.14) 定理 ( 傅 里 时 逆 变 换 ) H (uicis € MnP), Ru = 
i=1 


DY ua)z € FIG],u(z) € F, BR pi(u) = u; Vi. 则 
ZTEG 


ula) = a Domine yu), Vee. (4) 
i=l 
证 由 于 p 是 线性 映射 , 只 要 对 于 任何 u= y € G 证 明 等 式 (4) 就 行 了 . R 
们 有 
(a) = bry, tr-(pi(271)w) = x(a), 
这 里 xi 是 G 的 表示 p 的 特征 标 . 于 是 , 只 要 证 明 等 式 


bzy = a Loreto). (5) 
而 这 可 从 定理 (3.1.6), 定理 (3.1.8) 和 例 (4.1.2)(b) 推出 . 口 


(4.5.15) 对 于 任意 域 F AUR G, 记 che(G) = {6 — CIE, € ch#(G)}. 则 
chp(G) 是 G 上 下 值 类 函数 环 cfp(G) 的 子 环 .对 于 任何 W = Wi -W2 € Rr(G) 
(其 中 Wi, W € Re(G)*), 分 别 以 x1, x2 记 Wi, We 的 特征 标 . 由 推论 (4.5.12) 
知 : xı — x2 € chr(G) 由 W 所 唯一 确定 , 而 与 W 被 写成 cb$(G) 中 两 个 元 素 之 
差 的 具体 表达 式 无 关 . 称 xi - x2 为 G 的 对 应 于 W 的 广义 特征 标 (或 简称 G 
的 广义 特征 标 ). 
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习 & 


1 设 geG. 则 9g~9g-1 4 Yx € ch (G), x(9) ER. 

2. 设 mn=|Gh g € G. W Ym, (m,n) =1, # g ~ g™ <= Yx € cht (G), A x(9) € Q. 

提示 Fe AC n 次 单位 原 根 . BE m, (m,n) = 1, 证 明 存 在 ce GalQ(c)/Q 使 
X(gm) = x(g)”, Yg E€ G, x € hë (G). RZ, Vo € GalQ(e)/Q, 必 存 在 整数 m, (m,n) = 1, 
t x(9™) = x(g)”. 

3. 设 g 是 G 的 阶 数 等 于 ! 的 换 位 子 . 设 m eZ 满足 (m,!) = 1. 证 明 g” 也 是 G 的 
换 位 子 . 

RR RB 2 题 的 提示 . 

4. 设 F È E WFR, V 是 不 可 约 EG) 模 , 其 特征 标 为 x. BE = F(x). EA: V 作 
为 FIG] 模 是 不 可 约 的 . 

5. 对 于 x e ch(G) 和 Ke N, 定义 X 为 G RBM x“ (9) = x(g"), Yg € G. 
证 明 : x € ch(G), Vx € ch(G). 

6. 设 G 是 对 称 群 Sn WTR, w 是 G ERA Q = {1,2,… ,n} 上 的 自然 作用 所 引起 
的 置换 表示 , r 是 w 的 特征 标 , 即 r(9) 是 ge G 在 里 的 固定 点 个 数 . 取 定 上 eN. 定义 
DM ôr : G — Z WF: 54(g) 为 把 ge G 写成 不 相交 循环 置换 之 积 时 所 出 现 的 长 度 为 k 的 
PF MRAF HAM. 记 bx = k6k. TERA: 

(0) w = Zarba. 

(b) 0 = Sent (5) mD, 这 里 p 是 和 上 的 Möbius 函数 , 使 得 p(1) = 1; u(m) = 0 
如 m 含 平方 因子 ; py(m) = (-1)" 如 m 是 7 个 两 两 互 异 的 素数 因子 的 乘积 . 

(c) Ok € ch(G). 
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HE G 的 子 群 与 pe Re(H)*. 我 们 在 (2.3.6) 中 已 定义 过 诱导 表示 
IndGp. 自 本 章 起 , 我 们 要 比较 详细 地 讨论 群 的 诱导 表示 的 各 种 性 质 . 研究 群 的 
诱导 表示 有 两 个 主要 目的 : 首先 是 为 了 建立 群 G 与 其 子 群 的 表示 之 间 的 联系 ， 
从 而 把 群 论 与 表示 论 的 研究 更 好 地 结合 起 来 , 其 次 是 为 了 提供 表示 的 递归 构造 
法 . 

本 章 先 讨论 诱导 表示 的 存在 性 与 唯一 性 问题 . 接着 研究 诱导 表示 的 某 些 基 
本 性 质 , 其 中 包括 著名 的 Frobenius 互 反 律 , Mackey 的 子 群 定理 与 张 量 积 定理 . 
由 此 导出 关于 诱导 表示 不 可 约 性 的 一 个 判 则 及 其 推论 . 然后 , 运用 前 面 所 学 的 特 
征 标 理论 来 研究 某 族 特殊 群 , 即 Frobenius 群 的 结构 与 特征 标 . 最 后 , 作为 本 章 
前 三 节 内 容 的 应 用 , 我 们 着 重 研究 了 群 的 置换 表示 及 Burnside 环 . 


§5.1 诱导 表示 的 几 种 刻画 


我 们 在 (2.3.6) 里 定义 了 G 的 HBS. 现在 要 问 : 给 定 的 任何 表示 
(0,W), 是 否 总 存在 G 的 表示 (p,V) 使 得 (p,V) 是 (0, W) 的 诱导 表示 ? 如 果 存 
在 的 话 , 它 是 否 由 (c, W) 所 唯一 确定 ? 现在 让 我 们 来 回答 这 两 个 问题 . 

记 4= F|G] 5 B = FH]. 设 (o,W) BH 的 表示 . HF B 是 4 的 子 代 
数 , A 有 (A, B) 双 模 结构 . 于 是 张 量 积 4@e W 是 左 A: 


a(b@w)=ab@w, Va,be Awew. 


根据 G 的 表示 与 左 4 模 的 对 应 关系 知 4@a W 提供 了 G 的 一 个 表示 . 
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R= {s1 = 1,s2,… ,sr} 是 G 的 H 左 陪 集 代表 系 , 则 G 的 元 素 可 唯一 
地 表 为 形状 sih, he H. 因 4 是 以 为 基 的 自由 右 B 模 , 这 推出 Ags W 的 
每 个 元 素 可 被 唯一 地 写成 形状 
1 @w) + + sr ow, w eW, 
于 是 如 果 C = (wi,… ,wn) Ww 的 下 基 , 则 
D = (51 @ wiy-*+ ,31 Wn, ,sr OW ,sr O Wn) 
Æ As W 的 己基 .特别 , dimr(A @p W) = nr. 
我 们 有 
48@ 了 = 四 spBem= 四 sew= 申 sdem， 
i=1 i=l 
这 里 ss@W =1@W 是 4@W 的 BTR (È: 为 简化 符号 , 我 们 把 “39” ic 
作 “@”). 映射 


i=1 


weleu, Wwew 
是 从 W 到 AoW 内 的 BERRA, 其 像 为 1@ W, 即 存在 BEH 
19W W. 


FE Aos W 是 W 的 诱导 表示 , 即 Wo ~ Ags W. EAS W 为 W 的 诱导 
机 . 这 证 明了 (0,W) 的 诱导 表示 (0°, Wo) 的 存在 性 . 诱导 表示 在 等 价 意义 下 
的 唯一 性 可 从 其 定义 推出 . 

诱导 表示 也 可 用 范畴 论 的 语言 来 刻画 . 

考虑 两 个 范畴 4.f 与 BAM, HERT Res: 4.f 一 gM 使 


Res(M)= BM, YM E€ 4M. 
称 Res 为 纯 量 限制 函 子 . 给 定 N e pd, ELR u: N> ADs N E 
uz)=1@z, vreN. 
N u E BRAS. 


(5.1.1) 命题 设 Me aN 与 Ne BM. thy RMN 到 Res(M) Ath B 
模 同 态 . 则 存在 从 AON 到 M 内 的 唯一 AREA 和 使 下 图 交换 : 


N 一 一- Res(A @p N) 


Res(M) (1) 
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证 考虑 映射 : 
AxN—M, 
(a,y) = alm). 
BR, 该 映射 关于 a 与 y 是 加 性 的 . 如 be B, W 
(ab)(ny) = a(b(ny)) = a(n(by)). 

于 是 (ay) + a(my) 定义 了 从 AxN 到 M 内 的 B FERI. 因此 我 们 有 从 
A98 N 到 M 内 的 4 MA 7 

Na 8 y) = a(ny). 
s ye N, 则 Res(7)(uy) = Res ()(1@ y) = 1(ny) = ny. 这 证 明了 图 (1) 的 交换 


1 HMA BN 到 M 内 的 另 一 个 4 模 同 态 使 
ny =n uy =1/(1 8y). 

BW n'(a @ y) = n'(a(1 8 y)) = an' (1 8 y) = a(ny). 因此 Y= 元 o 

由 上 述 命题 可 知 : VN e pW, 二 元 组 (A8s N,u) 是 从 N 到 函 子 Res 的 一 
个 普遍 性 . 定义 Ind : gM 一 AK 使 

Ind(N) = 4@e N，VYMN € B4 

与 Ind(n) = 1@n, Yn € Homa(L,M), L,M € s. Bik Ind 是 从 范畴 pH 到 
ad 内 的 函 子 . 称 Ind 为 诱导 函 子 . 由 命题 (5.1.1) 知 : Ind 是 Res 的 左 伴随 ( 见 
§1.11). 

诱导 表示 的 范畴 论 刻画 也 证 实 了 诱导 表示 的 唯一 性 . 

为 了 计算 诱导 表示 (oS, WS) 的 特征 标 . 我 们 要 给 出 相应 的 矩阵 表示 形式 . 


令 geG, 有 
gsi € sijH, Vi, 1<i<r, 


这 里 s;H 是 由 9 与 i 所 确定 的 H 左 陪 集 . 于 是 存在 唯一 的 元 素 ke 五 使 
gsi = sjh. 


因此 g(s: 8 W) = s; @ W. g BR WS 的 直 和 项 {s:9 W}. T g Æ s: W 上 的 
作用 由 下 式 给 出 : 


gls: Dw) =sjh@w=s;@hw, Yw eW. 
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设 colh) = (asj{h)), Yh € H. 令 gs: = sjh WE. 我 们 有 : 
g(s: D we) = 3; @ hwk = aus @w), ViCk<n. (2) 
t=1 


现在 要 把 上 式 化 为 更 实用 的 形式 . 让 我 们 扩充 矩阵 系数 函数 {0} BM ai; : 
G 一 下, 这 里 
ay(9), Mged, 


aoda i 9 ¢ H. 


于 是 (2) 式 可 改写 为 


g(si ® wk) = Dalh)sy Ow = E Y eal; gs 8w). (3) 
t=1 


j=1 t=1 


让 我 们 扩充 oc 为 sc(g) = (dsj(g)), Vo € G. 则 我 们 有 


ox vs | 
(cS)p(9) = : i 


6c(sr1gsl) = 6bc(sr1gsr) 


A x o 的 特征 标 , 则 o5 的 特征 标 xo 由 下 式 给 出 : 
xelo) = > X(97798%), (4) 
i=1 


这 里 
,1 [x0) WMgEH, 
T M gg H. 


如 char.F {|H]|, 则 (4) 式 被 改写 为 如 下 更 方便 的 形式 : - 
1 5 -1 
x9(9) = make g2). (5) 


(5) 式 的 优点 在 于 它 不 涉及 陪 集 代 表 元 的 选取 . 由 (5) 式 易 推 出 
deg xs = x9(1) = |G : HIx(1). 


(5.1.2) 例 (a) 设 (1n, V) 是 H 的 单位 表示 . $ 04v eV. MV = Fu, 
且 hv =», vhe H. TÆ ge G 在 由 表示 19 提供 的 FG) AVE 的 F 子 空间 
F(s: 8v) 上 的 作用 为 
g(s: 8v) = 8; Qv, 
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这 里 gsi € sH. 此 式 说 明 : 在 上 述 给 出 的 G 的 作用 下 , VE 的 下子 空间 的 GR 
{F(si@u)} 同 构 于 在 G 的 左 平移 作用 下 G 的 H 左 陪 集 的 G 集 G/H = {siH}. 
于 是 诱导 表示 1G 等 价 于 G 的 如 下 定义 的 置换 表示 : 该 表示 空间 的 F 基 为 
{vill <i < n}, RB n = |G/H]. WMR Yg € G,1 S i < n, A gs:H = s;H, W 
gui := vj. 特别 , 当 H <G 时 , 18 是 商 群 G/H 的 正则 表示 到 G 的 提升 . 这 推 
出 : 4 H = {1} 时 , 1G 是 G 的 正则 表示 . 

(b) & A= F[G] 与 B= FH]. 容易 验证 : 映射 a@b ab (XH a € abe 
B) 是 从 As B 到 A 上 的 左 4 模 同 构 , 这 推出 G 的 正则 表示 等 价 于 H 的 正 
则 表示 的 诱导 表示 . 


习 a 


本 习题 中 设 F 是 G 及 其 子 群 的 分 异域 . 
1. (Mackey) 设 H < G, U 为 FIH] 模 . 定义 


V := {f : G > U|f (hg) = hf(9),Vh € Hyg € G}. 
则 V 是 F 空间. 定义 G 在 V 上 的 作用 为 
(gf)(z) = f(zg), Yf EV,g,z EG. 


证 明 : 存在 FIG] 模 同 构 V = US. 

2. 设 n 是 G 的 指数 ,< 是 C 中 nn 次 单位 原 根 , 设 FCC,H<G 与 4 €ch#(H). 证 
BA: .AS e ch#(G). 特别 , 当 S 是 线性 特征 标 时 , IO € cht(。)(G). 

3. RH Sa 与 As 的 特征 标 表 . 

提示 找 出 所 有 正规 真子 群 . 研究 这 些 正规 子 群 的 诱导 特征 标 及 商 群 的 特征 标 . 

4. 设 是 G 集 ,下 是 G 的 分 型 域 , char.F =0. FOAG 在 上 的 置换 表示 的 特 
征 标 . 称 9 为 由 G SR O 决定 的 置换 特征 标 . 

(a) 证 明 : Vz € G, 9(z) = {w € Qlzw = w}. 

(b) 证 明 : (9, le) 等 于 9 中 G 轨道 的 个 数 . 特别 O 是 可 迁 G 集 当 且 仅 当 (9,1c) = 1. 

(c) ÆN 与 Q' 是 可 迁 G 集 , 其 置换 特征 标 为 g 5 6’. 证 明 00’ 为 G 集 9 xY 的 特 
征 标 (G 对 角 地 作用 在 9 xY E: 


g.(zz)= (9z,gz)，vyzesn 2’ EN 与 geG) 
于 是 (0,6') = (60',1c) SF Q x M 中 G 轨道 的 个 数 . 以 此 来 证 明 : 如 X,Y < G, 则 
(1%, 1) 等 于 G 的 (X,Y) 双 陪 集 个 数 |X \ G/Y|. 


5. 沿用 上 题 的 记号 , 称 G 集 9 为 双 可 迁 的 , 如果 V(u, 0), (u,v) EDx mu 天 去 关 
v, FE 9 € Gt gu=u' 5g=v. 
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(a) 证 明 : 9 是 双 可 迁 的 <> (6,0) = 2 > |H\ G/H| = 2, 这 里 0 是 置换 特征 标 ， 
H = Stabo(w),w 是 2 中 某 元 素 . 

(b) 证 明 : 如 果 O 是 双 可 迁 的 , 则 9 = lc + 6, 这 里 《 是 IrrFG 中 某 非 单位 特征 标 . 

6. 设 M 是 以 B= (mi,… ,mn) 为 基 的 FF 空间 . 设 工 是 G 在 M 上 的 置换 表示 , È 
保持 B 不 变 , H BW T(G) 可 迁 的 . 设 H = Staba(m1). 证 明 : 存在 H 的 一 次 表示 U 使 
T = 09. 请 问 G 的 任何 置换 表示 是 否 都 是 诱导 表示 ? 

7. 令 《为 GWT H 的 特征 标 , 则 

Kerç? = (}*(Ker¢), 
EG 
这 里 “IT := zTz-!. 

8. RH <G. BG 作用 在 左 陪 集 集合 G/H 上: 9-cH = gzH, Yg, zeG. 邻 Xp 为 
相应 置换 表示 p 的 特征 标 . 

(a) 证 明 : xp(g) = {2H € G/H|g € cHz~*}|. 

(b) 当 < G 时 , 证 明 : xolg) = on nes : f Ai 

(c) B G = S4 M H = Ss (H H BYE G 里 所 有 保持 4 不 动 的 置换 组 成 的 子 群 ). 试 确 
定 特征 标 xp. 


§5.2 诱导 表示 的 基本 性 质 


现在 我 们 来 研究 诱导 模 的 某 些 性 质 . 

(5.2.1) 命题 it H <K <G. 4 (o,U) € RF(H)+ 5 (p,V) € Re(G)*. 
令 pH 为 p 在 及 上 的 限制 . 则 

(a) oF 与 (oK)G 是 G 的 等 价 表示 . 

(b) t W Æ H ÆU 上 的 子 表 示 , 则 WS 是 G 在 US 上 的 子 表示 . 进而 ， 
w U =W OW: LH HFA TRH LSM, NUS =WEOWS. 

(c) oS @p 5 (6 Spun)? 是 G 的 等 价 表 示 . 

证 (a) 记 4= F[G], B = FH] 5 C = FIK]. W 0%, (0%)? 与 o6 的 表示 
空间 分 别 是 COs U,A 8c (C OBU) 与 4@s UV. 据 81.9, 我 们 有 左 A 模 同 构 


A®@c (C @BU) = (A@c COC) @BU, 
AScCHA. 
因此 存在 左 A 模 同 构 
A@c (C @pU) = A@zU. 
这 证 明了 (a). 


+124: 第 五 章 ” 诱导 表示 的 基本 性 质 


(b) W Æ U HE BTR 因为 4 是 自由 右 BE, HU Wo= ASW 
US = AQB U 的 4 子 模 , BI WS 是 G 在 UG 上 的 子 表示 . 后 半 部 分 结论 可 用 
同 法 推出 . 

(c) oS @p 5 (c9 pn)? 的 表示 空间 分 别 是 (4@sU)@rV 与 4@s (U Or 
V). Yg EG,a € h,z EU 5 y € V, RNA 


g((a QB 2) BF y) = (ga BB 1) QF gy, 
g(a 8s (2 BF y)) = ga BB (2 BF y). 


因此 映射 (c@ez)@ry agg (T8FY) 是 从 (A@BU)@rV P) Ags (USF V) E 
的 下 线性 同 构 , 但 非 4 模 同 构 . 我 们 要 定义 从 A@s (U @rV) BI (ABU) @rV 
上 的 A 模 同 构 p, 使 


(1 8s (z7 @r y)) = (1 8B 1) Ory. 
如 这 样 的 4 模 同 构 wp 存在 , 则 有 
9(9 BB (x BF y)) = (9 8B 2) F gy. 
给 定 ge G, 考虑 从 U x V 到 (A Bs U) Or V 内 的 映射 
(z,y) + (9 8B 2) BF gy. 
HEE F 平衡 映射 , 故 存在 F 线性 映射 
Ta: U BFV > (ABU) 8r V, 
使 T(z @r y) = (9 8B 2) @r gy, Yz E€ U,y E V. 
E G Æ A b F Æ, HU Va =} agg EA, ag EF, 
5 
Ta =) 97% :U OFV > (A@BU) OrV 
是 F REA. 我 们 有 
Tolz BF y) = Yaol9 BB 7) BF 9y. 
5 
HF (a, D ti @r yi) > 7e( zi Or vi) BMA Ax (U Or V) BI (A@BU)OrV A 
的 F PRA. 又 由 于 va e H, 


Tah(Z OF y) — Ta(hz @r hy) 
= (gh QB 2) BF ghy — (g BB hz) Qr ghy 
= (g @p hz) Or ghy — (g BB hz) BF ghy = 0. 
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我 们 有 F RERS y : A 8r (U Br V) > (A@BU) Or V 使 
plg BB (T BF y)) = (9 QB 7) Or 9Y- 
Vo! € G, 我 们 有 
g'(g Qs (£ BF y)) = 9'9 8B (2 QF Y), 
9'((9 SB 2) SF gy) = (9'9 8B T) BF g'gy. 
这 推出 p 是 4 模 同 态 . 显然 是 满 射 . 又 因为 
dimp (A 8g (U 8r V)) = dimp ((A 8s U) Br V). 

所 以 o 是 4 模 同 构 . (c) 得 证 . 口 

用 特征 标的 语言 来 复述 以 上 命题 即 得 : 

(5.2.2) 推论 RACK <G. > xEchf(H) 5 y echi(G). $ yu AY 
在 H LARA, 则 

(a) xf = (x*)9. 

(b) 如 we ch$(H) 4È p <x, 则 yS < XS. 进而 , we x= yp +42 X HH 
特征 标 分 解 , 则 XG = oF + oF. 

(e) xb = (xv). 

下 面 要 证 的 Frobenius 互 反 律 揭示 了 诱导 表示 与 限制 表示 之 间 的 重要 联系 . 

(5.2.3) 定理 (关于 模 的 Frobenius 互 反 律 ) RH<G. 记 A = FIG] 与 
B= F|H]. RLAABRAMRAAR. 则 存在 局 线 性 同 构 | 

Homa(L, gM) Homa(L®, M). | 

证 WA 与 B' 是 二 个 下 代数 . 891.9, 对 于 模 aL, My aN, 存 

在 环线 性 同 构 
Homp’(L’, Hom4/(M’, N’)) ¥ Homy(M' Qx L', N'). 
现 置 4' = A, B' =B, L' =L, M'= A 5 N' =M. 则 存在 下 线性 同 构 
7: Homg(L, Hom4(A, M)) ~ Homa(L°, M) 

48 (rf)(m @1) = fi(m),Ym € A,L € L, È fi := f(l) € Homa(A, M). 

剩 下 要 验证 左 B 模 Homa(4, M) 同 构 于 sM. 显然 , 映射 

T:Hom4(4,M) > M, 
fr f(a) 
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是 下 线性 同 构 . 定义 B 在 Hom,(A,M) 上 的 作用 如 下 : 
(bf)(a) := f(ab), Vae A, bEB. 
则 我 们 有 
m(bf) = (bf)(1) = f(b) =b(f(1)) = be (f), Yb E B, f € Homa(A, M). 


这 说 明 存 在 B 模 同 构 
Homa(4, M) © pM. 口 


RFCC 是 群 G 及 其 子 群 H 的 分 裂 域 . 仍 记 4 = FIG] 5 B= FIH]. 设 
EAR MM 的 特征 标 是 y, Æ B 模 工 的 特征 标 是 入 , 则 有 


dimp(Homa(L, pM)) = (A, pn)n, 
dimp(Hom,(L°, M)) = (àf, y), 


这 里 和 ,p 分 别 被 看 作 是 H,G 的 特征 标 . 故此 时 关于 F[G] 模 的 Frobenius 互 反 
律 可 用 特征 标的 语言 来 表述 : 


A, Hada = (AP, na. (1) 


值得 注意 的 是 上 式 可 用 纯粹 的 特征 标 理 论 来 证 明 . 
(5.2.4) 定理 (关于 类 函数 的 Frobenius 互 反 律 ) RF CCHHK<G. 
A Ne cf(H) 与 jEcf(G). ZL AV:G > F HF: 
到 
AS(9g) = mi P Aega), 


这 里 


ien. JAG), wg EH, 
io 位 和 如 gg H. 


则 AS € cf(G), 我 们 有 
QS, ue = (MN, pn)n, 


这 里 pH 是 由 在 百 上 的 限制 . 
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证 包含 关系 pomi ee 我 们 有 
0%. We = 7 而 YY ieee) 


2EG yEG 


= iam A L 》 Aw zy) ety) 


zEG yEG 


al- al- 


= pi LAHO 


1 
= 高 X Ala) 
= (À, nH), 

这 里 用 到 如 下 两 个 事实 : (a) u 是 G 上 类 函数 . (b) 对 于 固定 的 z e G, 关于 
(x,y) E G x G 的 方程 ylzy = z 的 解 的 个 数 等 于 |G|. 口 

关于 类 函数 的 Frobenius 互 反 定理 (5.2.4) 可 帮助 我 们 计算 群 的 不 可 约 下 特 
征 标 . 

(5.2.5) 例 设 Dm = (rslrm = s? = (rs)? = 1) 是 阶 数 等 于 2m 的 二 面体 
群 . 我 们 要 计算 Dm 的 所 有 不 可 约 F 特征 标 . A: (r) 一 F (r) 的 不 可 约 
(线性 ) 特征 标 . 令 e 为 m 次 单位 原 根 . 则 存在 某 正 整 数 i 使 Mr) = ei. 由 85.1 
的 (4) 式 得 

AC (z) = Ma) + A(s-lzs)， Vae (r). 
由 于 s-!zs = z-1, 我 们 有 
ASh = 入 十 入 
由 (1) 式 得 
AF, Aa = (A, (AF Jiri) = (NA 十 tr) 
据 84.2 知 
XS6 不 可 约 <=> (AF, AF) = 1 AFD. 
进而 , 如 群 同 态 Xp : (r) 一 F* EAS 与 HG 都 是 Dm 的 不 可 约 特征 标 . 则 
0, MAF pF, 
OS, uS) = (H+ Bey = Pi ANRE i 


因此 我 们 的 结论 可 分 两 种 情形 来 叙述 : 

(a) m 是 奇数 .此 时 因 Da 的 导 群 D' 等 于 (r), [Dm : Dh) = 2, 故 存在 二 
个 次 数 等 于 1 的 特征 标 与 3(m 1) 个 如 上 形 为 X 的 相 异 不 可 约 特征 标 . 由 于 
2.1+ 5(m—1)-2? = 2m, 我 们 已 得 到 了 Drm 的 所 有 不 可 约 特征 标 . 
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(b) m 是 偶数 . 此 时 Di, = (r2), [Dm : Dp] = 4. 故 存在 4 个 次 数 为 1 的 特征 
标 与 3(m-2) 个 如 上 形 为 6 的 相 异 不 可 约 特征 标 . 由 于 4-1+5(m-2)-2? = 2m, 
我 们 也 得 到 了 Dm 的 不 可 约 特征 标的 完全 集 . 

在 (2.2.2) 里 我 们 讨论 过 群 G HEARR. 现在 我 们 来 考虑 诱导 表示 与 反 
PRRZMNKR. 


(5.2.6) 命题 it H <G. LX F[H] 模 MAL FIG] MMA (LS)* = 
(s. 


证 设 s1,… ,sn 是 G RF H WARRRRA, 则 我 人 有 F 空间 分 解 


L? = soL, (L*)¢ = sor. 
i=1 


it 
Vi, 1 Si < n, EBM fi: L* 一 (L°)*, 使 得 

Filesi 81) = dypl), Yo E€ L*,lEL. 
再 定义 映射 网: (L*)S 一 (LS)* 为 

YD sp) = Dfi(pi). 

易 证 是 F 线性 同 构 . 为 了 证 明 y 是 FC 模 同 构 , 我 们 只 须 证 明 

Ylzsi @ yp) =zfi(p), VeEG,peL*. 
设 xs; = sjh, he H, W 

(xsi 8p) = Y(s; @ hy) = f;(hy). 


于 是 Ylzsi ® y)(sk ®1) = (hyp)(sk ® 1) = djx(hy)(1) 
= ôjkp(h 1), W<k<n, leL. 
另 一 方面 ， 


0, Mk 43, 
eh), WMk=j. 
因此 命题 得 证 . 口 


注 当 FCC 时 , 上 述 命题 可 通过 比较 特征 标 来 证 明 : 设 和 是 工 的 特征 
标 , 则 A 是 L* 的 特征 标 . 因为 NG = (X)S, 所 以 由 FG) 模 的 完全 可 约 性 知 : 
(LS)* & (L*)S, 


(zfi(p)(sk 81) = fi(v)(2* sk 81) = { 
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习 a 


1. RH<K <G,y€ d(H). 证 明 : (px)9 = 9. 

2. 设 H,K <G,HK =G,ọ € cf(H). 证 明 : (pS)x = (enx)<. 

3. öt H < G,ọ € cf(H), 4 € cf(G). HER: (py)? = yey. 

4. EB] Frobenius 互 反 公式 刻画 了 类 函数 的 诱导 , 即 证 明 : 如 y e cfr(H) 与 WE 
cfp(G) 满足 条 件 

(9,6) = (Y, Cu), VE € cfr(G), 

Wy = ys. 

5. RG 有 一 个 阿 贝尔 Sylow p FE. Ml |G' 门 2(G)| 不 被 p 整除 , 这 里 G 是 G 的 
导 群 . 

6. RH <G,LECKG),£ €cf(H). @ LNH =L1U---ULm, XH L: HH HG 
类 . EM ze C 和 zi € Li. 证 明 : 


Elec) = 100ta) Ae. 


85.3 诱导 表示 不 可 约 性 的 判 则 


BH <G. 则 由 命题 (5.2.1) (b) A: MW 为 H 的 可 约 表示 , 则 诱导 表示 
Wo 必定 为 G 的 可 约 表示 . 现在 要 问 : 如 W 是 五 的 不 可 约 表示 , 则 WS 是 否 
必定 为 G 的 不 可 约 表示 呢 ? 一 般 来 讲 , 这 是 不 成 立 的 . 下 面 我 们 要 给 出 一 个 关 
于 诱导 表示 不 可 约 性 的 判 则 . 为 此 先 要 证 明 Mackey 的 子 群 定理 和 张 量 积 定理 . 

(5.3.1) 定理 (Mackey 的 子 群 定理 ) it H,K < G.U 是 FIH] 模 . 把 U 
等 同 于 US 的 FIH] 子 模 1@U. FA X GH (K,H) 双 陪 集 集合 , 则 

(a) (US)x = GB PU, 这 里 DU := 》 gU 是 (US)k 的 FIK] 子 模 . 

Dea gED 
(b) #2 9H = gHg",Vg E G. MA FIK] RAW 
DU ((gU)xpen)*, vgeD,DeA. 
证 设 {81,… ,sr} E G AF H 的 左 陪 集 代表 系 , 则 由 诱导 表示 的 定义 知 
US =8,U @--- O srU. 


如 geG, 则 
D = KgH =3;,HU---Usi,H, 
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这 里 si,,… ,si 互 不 相同 . 于 是 
DU = KgHU = 35;,U @ --- @ 3i, U. 


这 推出 (a). 

今 DU = KgU 是 (US)k 的 FIK] FIR, 而 gU 是 DU 的 FIK 门 9H] FR. 
我 们 看 到 : WR {kill < i <q} BK 关于 KAY H 的 左 陪 集 代表 系 . W {kig} 是 
D = KgH 中 所 含 G 关于 H 的 左 陪 集 代表 系 . 可 设 {kig} = {sa,… s Sih W 
q=th 

DU = kigU @ +++ © kagU. 


现 根据 诱导 表示 的 定义 , 我 人 有 FIK) 模 同 构 
DU & ((gU) s#qx)* - 
(b) 得 证 . 口 
现 给 出 二 个 应 用 子 群 定理 的 例子 : 
(a) ® H <G, U X H WF RM. 在 定理 (5.3.1) PRK =H. 我 们 有 


Un = Bu, 
aER 
这 里 REG 关于 H 的 左 陪 集 代表 系 , “U 是 与 UV HEIN H 表示 . 
(b) $ H<G. 由 定理 (5.3.1) 知 
(as (learn), 


aED 


这 里 D Æ G 的 (H, H) 双 陪 集 代表 系 , 用 G 集 的 语言 来 讲 , 这 相当 于 


Res$(G/H) S|] H/CANH) 
aED 
给 出 了 当 作 H 集 的 G 集 G/H HAF H R HHNH) 的 无 交 并 分 解 ， 
这 里 记号 ResG(G/H) 表明 把 G R G/H 当 作 H R, S 表示 H 集 同 构 . Y 表示 
无 交 并 . 
由 定理 (5.2.4) 知 


(19,18) = (La (18)a)a = 》 (1n, (lenna)”) g- 
acD 
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通过 计算 得 
(la ewan)! = mm E Couns)” 四 


-m2 L Enr > Fam 2 D> İannu (07gb) 


=F m2 > = (rate D iann” ») 
=l. 


这 推出 (18,18)c = |D| ( 见 85.1 的 习题 4(c)). 
数 (18,18)c 称 为 可 迁 置换 表示 18 WR. 


(5.3.2) 定理 (Mackey 的 张 量 积 定理 ) t Hi, Ha < G, (0:,Ui) 是 Hai = 
1,2 的 F AT. RX G H (H, Ho) 双 陪 集 代表 系 . 置 HOD) = Hi 9H. WH 
在 FIG) 模 同 构 


UF @US = (Ui) nes ® (9U2) ne.0)°. 
gER 


证 由 命题 (5.2.1) (c) 知 : 表示 of @oF 等 价 于 表示 (cl @ (oF) n,)°. HE 
理 (5.3.1) 知 : (US) a, 是 同 构 于 


((gU2) na.) ,9 € R, 
的 FIH) 子 模 的 直 和 . 故 存在 FIG] 模 同 构 


UE @ UF & U: 8 ((gU2) za.0))°. a) 
gER 


由 命题 (5.2.1) (c) 知 存在 F(A] 模 同 构 
Ui ® ((gU2) 0.0) & (Oi) 10.9) @ (gU2) H0.0)"". 
于 是 由 命题 (5.2.1) (a) 知 存在 F[G] 模 同 构 
(U1 8 (gU2) ga. )™)F = (Oi) gao ® (QU2) a.n)%. (2) 


把 (2) 式 代 入 (1) 式 即 得 所 要 求 的 结果 . 口 
Ü (7,W) € Rre(G)*. & 


Inv 7 := {z € W|r(g)z = 2, Vg € G}. 
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显然 , Inv 7 是 W 的 子 空间 . z 40 属于 Inv 7 当 且 仅 当 Fz 是 7(G) PREFE 
HE r 在 Fz 上 的 限制 是 G 的 单位 表示 . TE, 如 果 7 是 G 的 完全 可 约 表示 ， 
则 dim(Inv 7) 等 于 单位 表示 lc 在 7 中 出 现 的 重 数 . 
设 (pi,Vi) € Re(G)t,i = 1,2， 回 忆 在 (2.1.9) 里 我 们 定义 了 G 的 表示 
(p,Homp (Vi, V2)) 使 得 
e(9)t = pa(g)ipr(g)"*, Yg € G,l € Hom(Vi, Va). 
据 (2.2.5), 我 们 有 p~ pt @ p. A= FIG). 于 是 
Inv p = Homa(Vi, V2) = {1 € Homr(Vi, V2)|p(9)! = 1, Vg € G} 
= {l € Homr(Vi, V2)lp2(9)l = lp1 (9), Yg € G}. 
S (0,V),(7,W) € Re(G)*. 我 们 称 dimp (Homa (V, W)) 为 表示 p 与 7 (或 
4 模 V 与 W) 的 交 结 数 , 记 作 i(p,7) (或 1V,)). W V = V, ® -O Vm 和 
W=Wie---OW, 是 4 子 模 的 直 和 分 解 , 则 Homa(V, W) = BHoma(Vi, Wj). 
ij 


$ pi = pv; $ Tj = Tw; M 
lp,7) = X Upi T). (3) 
ij 


如 p 与 r 都 完全 可 约 , 又 如 vi, j, pi 与 ri 都 不 可 约 , 则 关于 交 结 数 i(p,7) 的 计 
算 可 归结 为 oi Ti) 的 计算 . 据 引 理 (1.4.2) 知 : 当 p 与 r 都 不 可 约 时 , 我 们 有 


_ | 0， M pr, 
sa EREN 如 pwr 


此 时 , 如 果 F 是 G 的 分 裂 域 , 则 


_ /0 如 pz7 
lp,7) = ie i pwr, (4) 
由 (3) 式 与 (4) 式 推出 : 


(5.3.3) 命题 it F RG HARR. Rp citrG, 及 TeRr(G)+ 完全 可 
9. 则 U(p,7) =r, p), 它们 都 等 于 p 在 7 中 出 现 的 重 数 . 


设 pi, pz € RF(G)+ 完全 可 约 . WR pi 与 pz 没有 公共 的 不 可 约 分 量 , 即 如 
R pi 与 po 不 含 等 价 的 不 可 约 子 表示 , 则 称 pi 与 pz 不 相交 . 


(5.3.4) 命题 it char.F t (Gl. 设 (pi,Vi) € Re(G)t,i=1,2. 则 
(8) U(p1, p2) FF le 在 pi @ po 中 出 现 的 重 数 . 


— alaaa 
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(b) pi 与 pa 不 相交 当 且 仅 当 le £ pj @ pr. 
(c) & FXG 的 分 裂 域 , (p,V) € Re(G)*. A p 不 可 约 当 且 仅 当 le 在 
op 中 出 现 的 重 数 等 于 1. 
证 根据 定理 (3.1.1), 在 命题 的 假设 下 , G 的 任何 表示 都 完全 可 约 . 
(a) 设 (p, Hom(Vi,W)) € Re(G)+ 满足 
(g)l = pa(g)ipr(g)*, Yg € G,l € Hom(Vi, Va). 
则 由 (2.2.5) 知 : p ~ pt @ pz. 故我 们 有 


lp1 p2) = dimp (Homa (Vi, V2)) = dimp (Inv p) 
= dimp(Inv(p} @ p2)). 
因 上 式 右 端 等 于 1o 在 pi @ pa 中 出 现 的 重 数 . XH (a). 
(b) 由 (3) 式 与 引 理 (1.4.2) 知 
pi 与 p2 不 相交 <=> U(p1, p2) = 0 
=> Inv(p} @ p2)=0 M (a) 
= lo A @ pr 


(c) 由 (4) 式 , 定理 (5.2.4) 与 本 命题 的 假设 条 件 知 


p 不 可 约 < 一 U(p,p) =1 
<=> dimp(Inv(p* @p))=1 由 (a) 
= 16 在 p* @p 中 出 现 的 重 数 等 于 1. 口 


(5.3.5) 引 理 设 char.F1|G|,K < G 及 (7,V)E RF(K)+. 则 1k BRAT 
中 的 重 数 等 于 lo 出 现在 7 中 的 重 数 . 
证 由 引 理 的 假设 条 件 知 G 的 任何 表示 都 完全 可 约 , 故 只 要 对 于 r 是 不 可 
约 的 情形 证 明 本 引 理 即 可 . 此 时 
Le 在 7 中 出 现 的 重 数 = 化 ens 
0, Mreiyx. 
再 由 定理 (5.2.3) 推 得 
lg 在 76 中 出 现 的 重 数 = r 在 1K 中 出 现 的 重 数 


1, Wraig, 
0, Wraig. 


+ 134° 第 五 章 “诱导 表示 的 基本 性 质 


现在 我 们 可 以 证 明 关 于 诱导 表示 不 可 约 性 的 一 个 判 则 . 

(5.3.6) 定理 RH <G, F Æ G HAIR char.F t |G|. 又 设 (0,U) € 
Rp(H)+. 则 oF 不 可 约 当 且 仅 当下 列 条 件 满足 : 

(a) o RTH. 

(b) Vg EG —H, HNH 在 可 上 的 表示 与 在 gU 上 的 表示 不 相交 . 


证 由 命题 (5.2.1)(b) 知 : o 不 可 约 是 cG 不 可 约 的 必要 条 件 . 故我 们 只 要 
证 : 如 o 不 可 约 , 则 
oS 不 可 约 <> Att (b) MIL. 
BLE o 不 可 约 . 由 命题 (5.3.4) (c) 知 : oF 不 可 约 当 且 仅 当 lc 在 (oS)*@o5 
中 的 重 数 为 1. 因为 (cG)* ~ (c")S, 故 由 定理 (5.3.2) 推出 : 存在 A 模 同 构 


(UE @US = DU pon 8 WV) anon), (5) 
g 


这 里 g HUN G 的 (H, H) 双 陪 集 的 集合 A 的 一 个 代表 系 . 显然， 
Ui pon = (Ua Mena)”. 
我 们 必须 考虑 平凡 模 ( 即 提供 表示 lc 的 4 模 ) 出 现在 每 个 模 
((Uanem)"@ (QU) pon)? 


中 的 重 数 . 

Mit K = HNsHgeG 与 V = Unpen)* 8 (QU) anon. 如 ge H, W 
K=H 5 V =U*8U. Bo 不 可 约 , 故 命题 (5.3.4) (c) 告诉 我 们 : 1z 在 o*@o 
中 出 现 的 重 数 为 1. 于 是 由 引 理 (5.3.5) A lc 在 (U* @U)S 中 的 重 数 为 1. 因此 
由 (5) 式 推 得 


o 不 可 约 <> Yg € G - H, K = HH 的 单位 表示 在 
Uk 9 (9U)k 中 的 重 数 为 零 . 
<> Yg EG — H, HPH 在 U 上 的 表示 与 在 gU 上 的 表示 不 相交 . 
这 后 一 个 等 价 关系 由 命题 (5.3.4)(b) 推出 . 口 
最 后 我 们 要 讨论 定理 (5.3.6) 的 一 些 有 趣 特例 . 


(5.3.7) 定义 如 群 G 的 表示 有 形状 p=0%, 这 里 o GHEET H th 
一 次 表示 , 则 称 p 为 G 的 单项 表示 . 
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容易 看 出 : 对 于 G 的 每 个 单项 表示 (0,V), 存在 Y 的 基 BME Vg €G, 表示 
和 矩阵 pa(g) 为 单项 矩阵 , 即 每 行 每 列 恰 有 一 个 非 零 系数 的 矩阵 , 且 非 零 系数 的 位 
置 与 元 素 9 的 选取 无 关 . 

从 定理 (5.3.6) 可 立即 导出 关于 单项 表示 不 可 约 性 的 判 则 . 

(5.3.8) 推论 (K.Shoda) RH <G, 下 是 G 的 分 裂 域 且 满 足 char.F+|G|. 
p= RGHF LHHGRAK, 这 里 0 为 百 的 一 次 表示 . 则 


p RTH <> Vg EG 一 日, 存在 he HNH & olh) + o(ghg™). 


HAG. 在 (2.3.4) 里 我 们 已 介绍 过 关于 H HRERS. HE 
理 (5.3.6) 有 较 简单 的 形式 . 


(5.3.9) 推论 沿用 定理 (5.3.6) 的 记号 C,H,F45o.KRAAG, M 
oo RTH <> o RAN, HVGEG—H, Ñ 90 wg. 


我 们 要 导出 关于 推论 (5.3.9) 的 一 个 重要 推广 . 设 H 4 G, (0,0) € IrrrH. 
回忆 在 (2.3.4) 里 我 们 定义 了 o 在 G 中 的 惯性 群 为 


T(o):= {g E Go ~ a}. 


(5.3.10) 推论 沿用 定理 (5.3.6) 的 记号 G,H,F 5 o. RHIG. ¢ y» 
WER T= T(c) 的 不 可 约 表示 使 Yu 含 子 表 示 o. 则 WG RTH. 


证 BV BMF y hh FIT] 模 . 则 由 定理 (3.1.3) Mo 是 %a 所 仅 有 的 不 
可 约 分 量 . 现 考虑 VS. 如 前 , 可 把 V 看 作 VS 的 FIT) 子 模 ,也 可 把 VS 的 太子 
空间 gV RE FIT N.T) 模 , 这 里 ge G 一 T. AF HAG, RNA HCTN9T， 
A gV 是 同 构 于 gU 的 不 可 约 FIH) 子 模 的 和 . H 在 GU 上 的 表示 为 gc. 因为 
g ET, 所 以 go wo. 这 推出 HEV 上 的 表示 与 在 gV 上 的 表示 不 相交 . 于 是 
TAT 在 Y 上 的 表示 与 在 gV 上 的 表示 也 不 相交 . 因此 , 由 定理 (5.3.6) 知 YC 
不 可 约 . 口 


最 后 , 我 们 要 应 用 诱导 表示 的 不 可 约 性 判 则 来 研究 满足 某 种 条 件 的 群 的 某 
些 不 可 约 特征 标的 性 质 . 

Ü H aG. Yg €G, ve lrrH 5 H WIX e, 定义 g(w) := WH 
(E) := {grg |r e G}. 这 给 出 了 G 在 IrrH ES H 的 共 罗 类 集合 上 的 作 
用 . 以 下 定理 揭示 了 G 的 这 两 种 作用 之 间 的 联系 . 


(5.3.11) 定理 (Brauer) 设 群 K 作用 在 IrrG 上 与 在 G HKRAKS 
CG) 上 , 且 满 足 条 件 


a(xae) =x", Yae 天 XeIrrrG 与 2 € Cl(G), 
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这 里 Xe =x(9), g EE. 则 Vac K, FA 
Hx € IrrrGlalx) = x} = HE € Cl(G)la(#) = EH 


成 立 . 


证 设 X 为 G 的 特征 标 表 和 矩阵. 则 每 个 元 素 we 天 在 IrrrG (R CG) 
上 的 作用 引起 了 X 的 行 (或 列 ) 置换 : 把 对 应 于 x (或 多 ) 的 行 (或 列 ) 置换 到 
对 应 于 a(x)( 或 a(C)) 的 行 (或 列 ) 的 位 置 . 于 是 存在 唯一 的 置换 矩阵 Y(a) (或 
Z(a)) 使 得 Y(aJX (或 XZ(a)) 等 于 由 a 对 X 的 行 (或 列 ) 置换 所 得 到 的 矩阵 . 
由 于 
a(x)e =Xae) VX € IrrrG,€ € CG), 


这 推出 Y(a)X = XZ(a-!)， 由 特征 标的 正 交 关系 知 和 是 可 逆 矩 阵 ， 这 推出 
Y(a) 5 Z(a-!) 有 相同 的 迹 . 但 Y(a) (或 Z(a)) 的 迹 等 于 被 对 应 于 a (R at) 
的 置换 所 固定 的 行 (或 列 ) 的 个 数 . 因此 


l{x € IrrGla(x) = x}| = HE € Ci(G)la (€) = €} 
= HE € Cl(G)a(¥) = ¥}|, Ya € K. o 


以 下 结论 给 出 了 满足 某 种 条 件 的 群 的 某 些 不 可 约 特征 标的 性 质 ， 它 对 于 以 
后 要 介绍 的 Frobenius 群 的 不 可 约 特征 标的 计算 特别 有 用 . 


(5.3.12) 定理 4 HAG. & Celh) CH, YL #heEH. 
(a) ly Av €lerrH, M) YS € IrrrG. 
(b) 设 XeIrpG 5 H ¢ Kery, WAAR y €lerpH th x =. 


证 (a) 由 推论 (5.3.9) 知 : 为 了 证 明 yo 不 可 约 , 只 要 证 明 : Yg E G-H, 有 
op A. 据 定理 (5.3.11), 这 只 要 证 明 : 对 于 H 的 每 个 共 罗 类 多 关 {1} 与 zeG， 
由 等 式 eo = 多 可 推出 ze 万. She. 则 由 cc =F 可 推出 存在 某 
y € H {Ë zhe = yhy’. FÆ y'a € Celh). AH h #1, 由 条 件 Celh) CH 
知 ya e H. 这 推出 ze 互 . 故 (a) 得 证 . 

(b) 令 x € IrrG. RH ¢ Kery. 则 至 少 存在 一 个 eIrrrH, Y A ln, 使 
Y< x#. 于 是 由 (a) 知 Yo e IrrrG. 再 由 定理 (5.2.4) 得 (x, Yf) 40. one 
x=. 


习 题 


` 1. RALK <G,be hd (H), (Ux € Irr K. 证明 : HK =G. 
提示 “关键 是 证 明 ((yS)x, (wanx)*) #0. 由 此 推出 [G : H] < [K : KNH]. 
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2. 证 明 : (a) G 的 单项 表示 在 G 的 子 群 H 上 的 限制 是 H 的 单项 表示 的 直 和 . 

(b) 类 似 的 结论 关于 G 的 可 迁 置换 表示 也 成 立 . 

3. (Blichfeldt) 设 F 是 代数 闭 域 , M 是 G 的 忠实 的 不 可 约 F 表示 . 设 4 是 G 的 不 
属于 中 心 的 阿 贝尔 正规 子 群 . 令 LX rM 的 不 可 约 分 量 . 为 Fi4]M 的 L 齐 次 分 支 ， 
AAL#EG 中 的 稳定 子 . WAR G 的 真子 群 , 且 存在 F[G] 模 同 构 : 


M=TG. 


4. 如 果 G 的 每 个 不 可 约 表示 是 单项 表示 , 则 称 G 为 M 群 . 证 明 : 超 可 解 群 G 是 M 
群 . 

提示 先 证 明 超 可 解 群 的 子 群 与 同 态 像 也 是 超 可 解 群 . 故 问题 可 归结 为 证 明 G 的 忠实 
不 可 约 表示 为 单项 表示 . 然后 证 明 每 个 非 阿 贝尔 超 可 解 群 有 不 含 于 中 心 的 阿 贝尔 正规 子 群 . 
再 应 用 习题 3 的 结论 . 

5. 证 明 : 每 个 M 群 都 是 可 解 群 . 

提示 “如 结果 不 真 , 则 存在 非 可 解 的 M 群 G 使 |G| 为 极 小 . TER G 有 了 唯一 非 平凡 极 
小 正规 子 群 A 且 4 ¢ G. 于 是 存在 G 的 不 可 约 表示 p 使 Ker pp A. 取 这 样 的 p 使 deg p 
达到 极 小 . 令 p = 0%, 这 里 o 是 子 群 H 的 一 次 表示 . 置 p' = 19. 证 明 : Kerp' 是 G 的 非 
平凡 阿 贝尔 正规 子 群 . 故 G 可 解 , 与 假设 矛盾 . 

6. 找 出 不 是 M 群 的 可 解 群 的 例子 . 

7. HN«AGHG/N 是 可 解 群 . Rx € lrrcG, Ç € IrrcN 与 (Xw,5) #0. 证 明 ; 
x(1)¢(1) 整除 [G : N]. 

注 : 上 述 结论 即使 当 G/N 不 是 可 解 群 时 也 成 立 . 

8. (Dornhof) 设 G 是 M 群 ,NaG 及 (|Vl,IG:N) =1. W: N Æ M 群 . 

提示 令 6eIrcN. RH < GAXE IrrcH 使 A(1) = 1,((A"*)v, 0) 405 
AS e IrreG. 利用 习题 7 的 结论 来 证 明 ANH (1) = ¢(1). 再 利用 习题 2 的 结论 . 

9. 如 G MSH 多 满足 : ze E= r eC, WHE 为 G 的 实 类 , 试 证 G 的 实 类 
个 数 等 于 G 的 不 可 约 实 值 特征 标的 个 数 . 

10. RAG, A 5 G/A 都 是 循环 群 ( 称 具 有 这 种 正规 子 群 4 的 群 G HILAR). 
设 代数 闭 域 F WR char.F } |G|. 4 A = (a), G/A = 全 ,这 里 5 是 be G 在 自然 映射 下 
的 像 , 令 [Al = m, |G/A| = s. 则 G 的 元 素 可 被 唯一 地 表 为 形状 aiti,0 < i<m,0<j<s, 
且 存 在 正 整数 r,t 使 得 


btab=a", b =a 与 1&r7,tgm. 


设 4 的 自 同 构 o: ai bab 的 阶 数 等 于 u. 
(a) 证 明 : (m,r) = 1, mlt(r 一 1) 与 uls. 特别 


t° —1=0 (mod m). 


(b) 证 明 : G 的 导 群 G' 等 于 (a), H |G'| = F, 这 里 d= (r—1,m). 
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(c) 令 (pe Fot),1<i< m, 为 (a) 的 一 次 下 表示 使 得 
pila)vi = Ce, 

这 里 《 是 m 次 单位 原 根 , 试 写 出 pf(a) 与 pF (d) 关于 基 {0 @ wil0 < j < s} 的 矩阵 . 

(d) 证 明 : pf 不 可 约 <> i 关 i(mod m), VI<j<s. 

(e) 设 p8 与 p9 都 不 可 约 . 证 明 : pf ~ pF => ri # j(mod m),0 < k < s. 

(£) 证 明 : 条 件 (B) :“ G 的 每 个 不 可 约 表示 要 么 是 一 次 的 , 要 么 是 形 如 pf,1 < i< m 
的 单项 表示 .” 等 价 于 条 件 (C):“ Vi,j1 < i< m, 1 < j < s, 由 rii = i(mod m) 推出 
ri = i(mod m).” 

(g) 当 s 是 素数 时 , G 满足 (f) 中 的 条 件 (B). 

(h) 试 证 G 是 M 群 . 

(i) 用 以 上 结论 来 描述 二 面体 群 与 广义 四 元 数 群 的 不 可 约 表 示 . 

提示 (f) 里 的 条 件 (C) = 条 件 (B): $ X = {1,2,… ,mj}. BBW y: X 4 X 
X z> rz(mod m),z € X. RAH p 生成 的 循环 群 . 可 证 |R| = 1 或 s. 当 |R| = 1 时， 
G 是 阿 贝尔 群 . 当 |R| = s 时 , X 上 每 个 R 轨道 的 基数 等 于 1 或 s. 证 明 {fpgll <i < m} 
中 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 基数 为 。 的 及 轨道 的 个 数 . 它们 都 等 于 =, 因 G 
的 相 异 的 一 次 表示 的 个 数 等 于 sd. 故 由 定理 (3.1.8)(b) 可 推出 条 件 (B). 

11. RH < G. 群 G REMF Irre (H) 和 Cl(HH). 证 明 : Irrp(H) Al CH) 里 的 G 
轨道 个 数 相等 . 

提示 ”由 定理 (5.3.11) 知 : G 在 严 z( 互 ) 和 CI(H) 上 有 相同 的 置换 特征 标 ( 记 作 0), 
而 G 轨道 的 个 数 等 于 (0, 1c). 


§5.4 Frobenius 群 


作为 前 面 所 学 到 的 特征 标 理论 的 一 个 应 用 , 现在 我 们 要 推导 Frobenius 在 有 
限 群 理论 方面 的 一 个 重要 定理 ， Frobenius 的 这 个 定理 既是 关于 可 迁 置换 群 的 ， 
也 是 关于 抽象 群 的 . 


(5.4.1) 定义 wH RG 的 非 平凡 子 群 , 它 满足 
HYH={1}, veeG-H, 


则 称 G 为 Frobenius #, 称 H 为 G 的 Frobenius 补 . 容易 看 出 , ¥ HAG 
的 Frobenius 补 时 , H 也 是 G 的 Frobenius èF, Vz € G. 


为 了 推导 Frobenius 定理 , 我 们 需要 关于 广义 特征 标 为 不 可 约 特征 标的 一 
个 判 则 . 


(5.4.2) 命题 设 下 CC 是 G MPRR, xE chp(G). 则 
x € InrrG è (x,x) =1 4 x(1) >0. 
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证 (>) BR. 
(=) 可 写 
x= Dnixs, (1) 
i 
这 里 ni € Z, x: € IerrG. 则 
ox) = Dont =L 
这 推出 在 等 式 (1) 中 存在 正 整数 j 使 
_ fl, Miss, 
Elo mizi. 
故 由 x(1) > 0 推出 x = x. a 


(5.4.3) 定理 (Frobenius) i G 是 以 H AAbH Frobenius 群 , 则 G 中 存 
在 唯一 的 正规 子 群 N 使 


G=NH, 
NNE = {1}. 
证 os- (e- U "a Ul). 我 们 要 证 明 5 是 G 的 符合 定理 要 求 的 
ERT. oe 
(a) Seif |S| = [6 : H. 


由 Frobenius 补 的 定义 知 : H = No(H), 这 里 Ne(H) HE G 中 的 正规 
化 子 . 故 恰 存 在 H H [G : 可 CHAOS TH H. 这 些 子 群 两 两 之 交 均 等 于 
{1}. 故 U H 共 含有 1+[G : 本 (|H| 一 1) 个 元 素 . 于 是 


EG 
|S| = |G| - [G : H)(|H| - 1) = [G : H}. 


(b) 其 次 证 : 如 0 e cf(H) 满足 9(1) = 0, W (6°) = 9. 
据 定义 知 i 
0°(g) = = D(a!ga), WEG. 
lH| a€G 


故 956(1)=[G: HJ0(1) =0. Yh € H,h #1 5 a € G- H, 我 们 有 
aha ¢ H. 


# = = 6(a-"ha) = 0. 
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这 推出 vheH, 


oS (h) = = YO 6(a*ha) = 
eH 


i aP 1 S (a-tha) = 0(h). 


Vl ss 


(c) 引进 子 群 5*. 
设 yelrrcH WE Y # la. 定义 


p= -WD 


SU pe che(H) 满足 p(1) = 0, 故 由 (b) 推出 pS € che(G) 满足 (9)z = p. 据 


定理 (5.2.4) 知 
(9%, 0% e = (p, (9S)a)a = (pp) 
= (4 - 4(1)1a, 4% - Y(1)la)a = 14+ 9(1)?. 
于 是 
(92,1lcje = (p, 1u)a = (Y — WL) 1, Li) = -¥(1). 
SEX pt := yF +Wi)lc. W 
wb" € che(G). 

由 等 式 (2) 与 (3) 知 

UW") = (99, 9% eo + 20(1)(9%, lea + ¥(1)? 

=1+4(1} - 29(1)? + ¥(1)? = 1. 

我 们 也 有 

Wa = (9S)a+%(l)(lc)a =p + Dl = Y. 


故 
(1) = ¥(1) >0. 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


由 (4) R, (5) 式 , (7) 式 及 命题 (5.4.2) HEM Y° € IrrcG， 因 此 由 (6) RA: 


Wop € InrcH, Y # ln, 存在 好 € IrrcG fF vy, = 4. 


E 5* = 门 Kery*, XE y BGM IrrcH - {1u}. 显然 , 5* 是 G 的 正规 子 群 . 


v 
(d) FHE: S = S*. 
首先 证 明 : Sc S*. 显然 , 1s 5*. 令 工 类 ke 3. MA 


k¢°H, YgEG. 


故 CS(k) =0, W che(H). 
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于 是 ， 
p(k) = pF (k) + D1le(k) = p° (1) + D1e(l) = 4°). 


注意 这 里 用 到 一 个 事实 : p5(1) = yp(1) =0. 
由 少 的 任意 性 推出 ke S*. 因此 
scs. (8) 
其 次 证 明 : 
S*QH = {1}. (9) 
令 heHN5". 则 
Ylh) = Y* (h) = (1) =4(1), Yy € IrrcH. 
Behe () Kerx. 因而 h 属 于 五 的 正则 表示 的 核 . 这 推出 h= 1. 


zEIrrH 
再 证 明 : 
1S*||IS}- (10) 


我 们 有 |G| = |A\[G : H] = |A\|5|. 
因 HS* < G, & |HS*| 是 |HIIS| 的 因子 ， 但 另 一 方面 我 们 有 HS*/s* ~ 
HENS). 于 是 


15°*|IH| 


IES = ISEEN = Tage 


=|S"||HI. 


这 推出 |S*| | [SI]. 
由 (8) R5 (10) 式 推出 S = 5*. 
由 (c) 5 (d) MS AG. 再 由 (9) RA ANS = {1}. 另 一 方面 


|SH| = |S*A| = |S*||4| = |S||H| = [G : H)|H| = |G|. 


这 推出 G = SH. 因此 5 是 G 中 所 要 求 的 正规 子 群 . 
最 后 要 证 明 满足 定理 条 件 的 5 是 唯一 存在 的 . MAA NAG. 则 


IN| = [G : H) =|SI. 
进而 有 NAH = {1}, Yre G. FEN CS. 这 迫使 N=S. 口 


称 满足 上 述 定理 条 件 的 S H Frobenius # G 的 Frobenius 核 . 
以 下 结果 给 出 Frobenius 群 的 置换 群 刻 画 . 
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(5.4.4) 定理 G 是 Frobenius 群 当 且 仅 当 存 在 某 整 数 > 1 使 G 同 构 于 
集合 N = {1,2,… ,n} 上 一 个 置换 群 G, 这 里 G 满足 下 列 条 件 : 

(a) GAN LTH. 

(b) V1 <i <n, Stab(i) := {g € Gigi = i} # {1}. 

(c) Vz €G,2 #1, 2 ESAR N 的 一 个 元 素 . 


证 首先 令 G 为 集合 N = {1,2,… ,n} 上 的 满足 条 件 (a) 一 (c) 的 置换 群 ， 
W H = Stab(1). WAWE G 是 以 HW 为 补 的 Frobenius 群 . 其 次 设 G 是 以 H H 
补 的 Frobenius 群 . 令 N 为 G 的 左 陪 集 的 集合 . G 的 左 乘 作用 使 G 成 为 N 
上 置换 群 . BH, GEN 上 可 迁 . 故 条 件 (a) 成 立 . Ya,g € G, a(gH) = gH 当 且 
仅 当 a EIH. 故 Stab(gH) = 9H. 于 是 条 件 (b) 成 立 . 我 们 知道 条 件 (c) 成 立 当 
且 仅 当 Va,b € G, 由 aH #bH RHE OH) HH = {1}. 但 后 者 可 从 万 为 G 的 
Frobenius 补 的 假设 推出 . 口 


接着 让 我 们 描述 Frobenius 群 的 特征 标 . 


(5.4.5) 命题 设 G 是 以 万 为 补 与 以 NN ARH Frobenius 群 . 则 

(a) V1 关 neN, 我 们 有 Ca(n) CN. 

(b) 4 y € IrrcN BA y A 1y, 则 WG EIrrcG 与 NG Keys. 反之 ,每 个 
使 NY Kerç # Ç € IrrcG AWR Ç= YF, KP pelrcN, pF in. 


证 只 要 证 (a), 然后 (b) 可 从 定理 (5.3.12) 推出 . One N,n 关 1. 设 
Co(n) £ N. 由 定理 (5.4.3) 的 证 明 中 关于 N 的 刻画 知 : 存在 某 ze G 使 


Caln)FH # {1}. 


A *H 也 是 G BY Frobenius 补 , RAM Co(n) NH # {1}. Mh € Co(n) NH, 
h 关 1 Whe HNH, 这 与 H X Frobenius 补 的 条 件 相 矛 盾 ， 故 只 能 是 
Ce(n) S N. 口 


HG BW H HAPS N 为 核 的 Frobenius 群 . 4 x € IrcG. 如 N C Kery, 
则 x 可 被 当 作 H = G/N 的 不 可 约 特征 标 , 因此 由 命题 (5.4.5) 可 见 : 关于 G 的 
特征 标的 计算 可 归结 为 关于 HN 的 特征 标的 计算 . 


习 题 


1. WA: 如 G 是 以 H 为 补 的 Frobenius 群 , W G 的 Frobenius 核 是 G 的 满足 条 件 
G= KH 5 KAH = {1} 的 仅 有 正规 子 群 K. 

2.&N4G, H <G, NH =G 5 NQ\H= {1}. 证 明 下 列 条 件 等 价 : 

(8) Co(n) CN, VIF NEN. 
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(b) Ca(n) = {1}, Y1 #n EN. 
(c) Ce(h) CH, Y1 #h € H. 
(YG-NEU’H. 


G 
(e) M1xA EH, DW h HF Nh HBR. 
(£) G 是 以 H 为 补 的 Frobenius 群 . 
3. 证 明 : 如 G = (a,bla™ = 本 = (ab)? = 1), 其 中 m > 3 是 奇数 , 则 G 是 Frobenius 
群 . 
4. 设 F EARR, G 是 所 有 如 下 形式 的 映射 6 : F F 的 集合 : 


(z)=az+b, YzEF, 


这 里 wb e F, a 40. 证 明 G 在 映射 的 合成 下 形成 一 个 群 , 并 证 明 G 是 Frobenius 群 , R 
出 G 的 Frobenius 核 与 Frobenius 补 , 再 找 出 IrrcG. 

提示 “利用 命题 (5.4.5). 

5. RH <G, m=(G: H) 5 |H| RR. RH = No(H). Vg € G, 要 么 9 百 = H, 要 
4 HNH = {1}. 
证 明 ; (0) 集合 K' =G- HRE m—1 THR. 


G 

(b) 令 K=K'UQ). 则 K <G, E K = {z € Gļz™ = 1}. 

6. 设 S Æ G HFR, W S +ø, H Yg E G, $4 °S = S, BA ISNS c {1}, WH 
5 为 平凡 交集 . 证 明 : 如 5 是 平凡 交集 , 则 No(S) := {g E€ GPS = 3} AGHA S HF 
群 . 证 明 : 如 G 是 以 H 为 补 的 Frobenius 群 , W H 是 平凡 交集 . 

7. 设 5 是 G 的 一 个 平凡 交集 , N = Na(5). 设 % 与 是 NN 上 复 值 类 西数 , 它们 满 
足 条 件 : p(z) = p(z) = 0,Yz EG- S, 5 p(1) = 0. 证 明 : 

(a) °(9) = plg), VIA GES. 

(b) (9, Pw = (99, ¥% a. 

8. 设 G 是 以 H 为 补 与 以 K 为 核 的 Frobenius H, K 是 阿 贝尔 群 . 证 明 : G 是 M 群 
XEAN“ H Æ MË. 

9. 设 G 的 子 群 4 满足 条 件 : (*) A= Cela), Y1 #a € A. 

4 H = No(A) M A* = A\ {1}, Œ m = |A] e = [H : A] M n = (m — 1)/e. 

(a) 证 明 : A* 是 G 里 一 个 平凡 交集 (见习 题 6). 

(b) 证 明 : H 是 以 A X Frobenius 核 的 Frobenius 群 . 

HR HE |A| 与 [H : A] E, 再 由 Schur-Zassenhaus 定理 ( 见 脚注 )@ 推出 : 存 
在 某 B < HG H = 4 x B, 最 后 利用 条 件 (+) 证 明 B 是 H 的 Frobenius 4b. 

(c) 证 明 : e 整除 m 一 1; 4* BH 的 m PHRMA. 

提示 “利用 条 件 (*) 证 明 : A* 中 的 G STE H AAT A 中 的 H SAH 
e 个 元 素 . 

@ Schur-Zassenhaus 定理 断言 : WH H 4G 和 ged(|H|,(G : 可 ) = 1 WHE S < G 使 得 
G=H x5. 
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(a) 证 明 : 对 于 4 的 任何 非 14 的 线性 特征 标 £, 有 ta EIrrx(H) 和 deg 如 =e, H 
&(z) =0, Yz € H\A. 还 x(H)N1A} 中 线性 特征 标 《,é 相等 当 且 仅 当 Fag. 

提示 “由 85.3, 习题 11 知 : 4 的 任何 非 14 的 线性 特征 标 集合 恰 含 n 个 H 轨道 . 再 利 
用 命题 (5.4.5). 


§5.5 ”置换 表示 与 Burnside 环 


作为 本 章 前 三 节 内 容 的 应 用 , 让 我 们 着 重 讨论 一 下 群 G 的 置换 表示 . 
回忆 在 §1.1 中 我 们 定义 过 群 在 集合 上 的 作用 . 给 定 任意 CR 5 与 T, 则 无 
交 并 SUT 与 笛 卡尔 积 9 x T 上 也 有 G 集结 构 , 其 中 G HE S xT 上 的 作用 定 
义 如 下 : 
a(s,t) =(zs,at), VWeeG,seS,teT. 
把 35 品 了 与 9x 了 分 别 看 作为 G 集 S 5 T 的 和 与 积 . 
令 了 :3 一 了 为 满足 以 下 条 件 的 映射: 


f(zs)=af(s), VWrEeG,s€S. 


称 这 样 的 映射 了 为 G 集 映 射 . 令 Home (S,T) 为 从 5 BIT 内 的 所 有 G 集 映 射 
的 集合 . 注意 Homa(5,T) 一 般 不 是 G R. 如 存在 从 5 BIT 上 的 GRIA, W 
ESLT, A S 与 了 为 同 构 的 G 集 . 

注 : 每 个 G 集 决 定 了 G 的 一 个 置换 表示 , 同 构 的 G 集 决 定 了 等 价 的 置换 
表示 . 反之 亦 然 . 故 讨论 G 集 与 讨论 G 的 置换 表示 实质 上 是 一 回 事 . 

如 G 集 S 非 空 , 且 不 含 非 空 的 真 G FR, 则 称 5 为 单 G 集 . BR, 单 G 
集 由 一 个 G 轨道 构成 , 即 单 G RETE G R, 反之 亦 然 . 对 于 G 的 任意 子 群 
H, 左 陪 集 空间 G/H 在 G 的 左 乘 作用 下 形成 一 个 单 G R, 反之 , 对 于 任意 单 G 
IR S, 我 们 都 能 找到 G 的 一 个 子 群 H 使 存在 G REH S = G/H. 


(5.5.1) 定义 有 限 群 G 的 Burnside 环 AG) 是 满足 下 列 条 件 的 一 个 环 : 
(a) AG) 作为 一 个 加 法 群 由 符号 [5] 生成 , 这 里 5 取 遍 有 限 G 集 同 构 类 的 
一 个 代表 系 D, 其 加 法 与 乘法 满足 以 下 关系 式 : VS,T ED, 
[S U T) = [S] + [T], 
[S x T] = [S][T]. 
(b) 如 环 V 作为 加 法 群 由 集合 {as|S € D} 里 的 元 素 生成 ,其 加 法 与 乘法 
满足 关系 式 : YS,T € DD， 
Qs +AT = QS YT: 


QS ` aT = asxT- 
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则 存在 唯一 的 环 满 同 态 : Q(G) V 使 得 
[gl as，YSeD. 


关于 Burnside 环 Q(G) 的 另 一 个 等 价 的 定义 如 下 : 令 F 为 由 符号 (5) 生成 
的 自由 加 法 群 , 这 里 S 取 遍 有 限 G 集 同 构 类 的 一 个 代表 系 D. $ Fo 为 已 的 由 
所 有 元 素 
(SUT) - (8)- (T), VS,TED 


生成 的 子 群 . 在 be RR: 
(S)(T):=(S xT), YS,T €D. 


则 下 关于 该 加 法 和 乖 法 形成 一 个 环 且 Fo 为 的 理想 . 注意 5xT 与 Tx5 是 
同 构 的 G SR, V5,T € D. 故 (S)(T) = (T)(S), BI F EXHI. 定义 Q(G) 为 商 
环 P/F, 它 也 是 交换 的 . YS e D, 以 符号 [S] 记 (S) e F 在 自然 映射 下 的 像 , $ 
eG 为 由 一 个 元 素 组 成 的 GR (G 在 其 上 平凡 作用 ). 则 


egxT=T, WED. 


故 [ec] 为 Q(G) 的 恒 等 元 . 


(5.5.2) 引 理 令 S,T 为 两 个 G 集 . 则 
[S] = [T] => 存在 G RAH SET. 


证 (=) 显然 . 
(一 ) 设 [51 = [T]. W (S) - (T) € Fo. 故 可 写 


(8) = (T) = PO UX) = (X) = 6) 
-EO UY) - 0) - 69). 
i 
上 式 右 端的 两 个 和 式 都 允许 是 空 的 . E X = (JX, X" =X! 
X= X’'UX", Y'=(JY;, Y”=(J¥ 5Y ¿iy yy”. 由 于 
$ j 
(5) + KD + (XP) + LGU) 
i $ 
= (1) + EUX + E) +. 
‘ 了 
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我 们 有 G 集 同 构 : 
slyx Ux" UreTUxUY UY". 
显然 , 2 := X' UX” UY = X UY’ UY”. BA G 集 同 构 : 
s\JzsT\JZ. 
令 {51,… , 5k] 为 单 G 集 同 构 类 的 一 个 代表 系 . 对 5 作 G 轨道 分 解 如 下 : 
sas US”, 


这 里 SO) 为 ni 个 5; 的 无 交 并 . 则 5 的 G 集 同 构 类 可 由 k BEM (m1,… ,mk) 
所 唯一 确定 . 于 是 , 如 果 5 (JZ ST UZ, W 3 与 了 必须 有 相同 的 G 轨道 结构 ， 
MA SST. 口 


注 由 上 述 引 理 的 证 明 可 见 : [51],… ,[Sk] 是 Q(G) 的 一 组 自由 Z 2. 


为 了 对 UG) 作 进 一 步 讨论 , 我 们 规定 几 个 记号 . 令 H, K < G. 如 存在 元 素 
z EG 使 得 z-1Hz = K, 则 称 HG KW G RB, 记 作 H = cK. 如 存在 元 素 
z EG 使 得 z-1Hz C K, 则 称 H FREF K, 记 作 H < cK. 

BG = 9(G) 为 G HFREMKM—-MEA, 即 G 的 任何 子 群 都 恰 与 
g PRI —TPICRIE. 我 们 要 证 : 
(*) G 集 的 集合 {G/H|H € 9} 形成 2(G) 的 一 个 Z Æ. 

我 们 知道 : VH € 9,C/H 是 单 G R, 且 每 个 单 G 集 都 有 形状 G/H, 这 里 
五 < G. 我 们 也 知道 : 对 于 任何 单 G 集 同 构 类 的 代表 系 {51,… , Sk}, {[S1],……， 
[54]} 是 QG) 的 一 个 Z 基 . 故 为 了 证 明 (*), 我 们 只 要 证 明 : + H,K < G. 则 
G/H 与 G/K 是 同 构 的 G 集 当 且 仅 当 H =c K. 

VG 集 S, 定义 Invg(S) := {8 € S|zs = 8, Yz € G}. 

(5.5.3) 命题 + H,K <G, SAG R, A 

(a) 存在 双 射 : Home(G/H, S) + Invy(S). 

(b) 存在 双 射 : Homg(G/H,G/K) + Invy(G/K). 7, Invy(G/K) = 
{cK|z € G,2-1Hz C K}. 

(c) œ H £c K, 则 Inva(G/K) = Ø. 

(d) 存在 G RAH G/H=G/K 当 且 仅 当 H =g K. 

证 (a) 每 个 f € Homg(G/H, S) 4E 1-H € G/H RE—* H EA so € S. 
由 于 

f(zH) = zso， Vz € G, 
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了 完全 由 so 所 确定 . 于 是 f e so 给 出 了 从 Home(G/H, S) 到 Inva(S) 上 的 双 
Bt. ; 
(b) 在 (a) 中 取 S = G/K. 注意 左 陪 集 zK 为 H 固定 的 当 且 仅 当 HH.zK = 
2K, B z-1Hz C K. 这 推出 (b). 
(c) 这 由 (b) 直接 推出 . 
(d) $ H =c K. BK = zHz-!,z € G. WHE G 集 的 同 构 映射 0 : 
G/K ~ G/H 如 下 : 
0(gK) = 6(gzHz-1) = gzrH, VgeG. 
反之 , 设 G/H &G/K. 则 Homg(G/H,G/K) # Ø. 故 由 (c) 知 : H <c K. ine 
由 五 与 天 地 位 的 对 称 性 得 H =c K. 
由 以 上 命题 的 (d) 与 前 面 的 注 记 可 得 : 
(5.5.4) 推论 SY AG 的 子 群 共 示 类 的 一 个 代表 系 . N 
2G) = @ ZIG/HI. 
HES 
SF H<G, 5 与 了 为 G 集 , 则 关系 式 
Inva(S U T) = Inva(S) U Inva(T), 
Invy(S x T) = Inva(5) x Inva(T) 
成 立 . 由 此 , 我 们 可 定义 映射 pr : Q(G) 一 Z 如 下 : 
ea([5]) := IImmva(S)，YC 集 3. 
BR on 是 有 定义 的 . 由 以 上 关系 式 知 pz 是 环 同 态 . 
A H =a K, 则 易 证 pu = on, 事实 上 , Yz e G 5 G&R S, RIA 
s € Inva (S) <> zs € Invzy2-1(S). 
故 由 H =o K 可 推出 pg = yr. 以 后 我 们 还 将 证 明 其 道 也 对 , 即 由 par = pr 
可 推出 H =c K. 
& H <G. 在 命题 (5.5.3)(b) 中 取 K = H. 我 们 有 


x ([G/H]) = [Ne(#) : H), (1) 
这 里 Ne(H) Æ H # G 中 的 正规 化 子 . 进而 , 由 命题 (5.5.3) (c) 得 : 
¥H(IG/K]) 40 4 H <c K. (2) 


我 们 将 利用 等 式 (1) 与 (2) 来 证 明 : 从 Q(G) 到 Z 内 的 环 同 态 集合 {pn|H E 
9(G)} 足以 用 来 分 离 UG) 中 的 元 素 . 
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(5.5.5) 定理 (Burnside) $ S 与 了 为 两 个 G 集 ,9 为 G 的 子 群 共 示 类 
的 一 个 代表 系 . 则 存在 G RAH SST SBS pn([S]) =u ((T)), YH EY. 


证 (=) BR. 
(<=) & gx ((S]) = va((T),.VH e 9. 现 要 证 明 : SST. 可 写 


[= J mlG/H), 
Hes 


四 = Yo mlG/H:], msn eZ. 
Keg 


我 们 只 需 证 明 m = ni, vi. 如 这 结论 不 成 立 , 令 
G = {Hi € gm # ni}, 
则 D 非 空 . 令 Ho WG 中 关于 偏 序 <c 的 一 个 极 大 元 . 则 由 (2) 式 得 


PH ([G/H]) =0, VH €%, H + Ho. (3) 
AA gx ([S]) = Guo ([T]) 5 mi = ni, VE Hi eG —G HY i, HLA 
YO mipilG/Hi] = $, rvn((G/Hil). (4) 
HEF Hiego 


由 (3) 式 , (4) 式 推出 movie ([G/Ho]) =noyHe ([G/Ho]). 由 (2) RA yx, ([G/Ho]) 
#0. BL mo = no, 这 与 Ho € Go WERF IE. HG 必 为 空 集 , 即 


m=n, VHE. 
因此 SST. 口 


本 节 的 余下 部 分 要 讨论 G 集 与 诱导 映射 的 关系 . 给 定 G R 5, > FIS) 为 
以 5 中 元 素 为 基 的 F 空间 , 则 F[S] 通过 G 作用 的 FF 线性 扩充 提供 了 G 的 一 
个 置换 表示 , 即 F[5] 可 被 当 作 置 换 FG] 模 . 

HA <G. 则 任何 G 集 5 都 可 通过 算 子 限制 而 被 当 作 互 集 . 记号 Res8(5) 
或 Sy 表明 把 S 当 作 HR. 另 一 方面 , MFR HRT, 我 们 定义 其 诱导 G 
集 IndG(T) 如 下 . 在 笛 卡 儿 积 G x T 上 定义 一 个 H 集结 构 


h(g,t) = (gh ,ht), VRE H,g€G,teT. 


则 (9,6) = {(gh-, ht)|h € H} WS (9,t) 的 互 轨道 .以 GxwxT 记 GxT 中 H 
轨道 的 集合 . 在 G xaT 上 可 定义 如 下 的 G 集结 构 : 


9 W=), Yag EG,t ET. 
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今 定义 Ind8(T) := G xy T, 称 之 为 由 T 诱导 的 G 集 . 为 简化 符号 起 见 , 有 时 
以 TS 记 Ind8(T). 

依照 置换 F[G] 模 的 观点 , 上 述 关 于 诱导 G 集 的 构造 法 是 相当 自然 的 . 由 
五 集 T 引 起 置换 FLA) FIT), 而 对 应 的 诱导 FG 模 则 由 FC] Sru F(T] 给 
出 . 显然 , 我 们 有 F[G] 模 同 构 : 

FIG] ®lm FIT) S FllndG(T))], VH MT. 

关于 集合 上 的 限制 与 诱导 映射 的 基本 性 质 可 归结 如 下 : 

(5.5.6) 命题 +H<G. A 

(a) 限制 与 诱导 映射 关于 集合 的 无 交 并 是 加 性 的 . 即 如 5 与 是 G 集 , 则 
Res8(S (JT) = Res8(5) LjJRes8(T). 如 S' 4 T’ 是 百 集 , 则 Ind8(S' YT’) = 
Ind (S') Vinag (T). 

(b) RTH 忆 满足 条 件 HCECG HRSAH KR. 则 存在 G KAM: 
G xe (E xy S) XG xy S, 即 诱导 映射 满足 传递 性 : 同样 ,限制 映射 也 满足 传递 
性 : Res (S) = Resp (Res (5). 

(c) 如 eH 是 由 单个 元 素 组 成 的 HK, 则 存在 G 集 同 构 

G xy eg =G/H. 
上 述 命题 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
由 上 述 命题 知 : 存在 加 法 群 同 态 
Res% : O(G) 一 A(H), 
Ind§ : 2(H) + Q(G), 
使 得 Yy ns[S] € 2(G)(ns € Z,S 为 G 集 ), 有 
Res (> ns[5]) := > ns[Resf(5)] 

及 Y》 mr[T] €H) (mr € Z,T 8H B®), A 


Ind§ (> mr[Z]) := 》 mring (T). 
注 事实 上 , Res§ 是 环 同 态 , 但 Ind8 一 般 不 是 环 同 态 . 
以 下 命题 类 似 于 Frobenius 互 反 定理 . 
(5.5.7) 命题 i H<G, 5S 是 采集 ,T 是 G 集 . 则 存在 集合 之 间 的 双 射 


Home(S®,T) > Homa”(S,Tx)- 
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证 只 要 对 5 是 单 H 集 的 情形 证 明 本 命题 就 行 了 . 可 令 5 = H/E, 这 里 
E<H,F# 

SS =G xy (H/E) =G xu (H xe ez) G/E (作为 G 集 同 构 ). 因此 由 命 
E (5.5.3) 知 : 存在 集合 之 间 的 双 射 


Homg(S¢,T) + Home(G/E,T) + Inve(T), 
Homy(H/E,Tx) > Inve(Tx). 


这 推出 命题 的 结论 . 口 
下 面 要 令 述 的 三 个 定理 是 Mackey 的 子 群 定理 , 张 量 积 定理 与 Frobenius 互 
反 定 理 在 置换 表示 方面 的 应 用 . 其 证 明 的 细节 留 给 读者 作为 练习 . 


(5.5.8) 定理 (与 定理 (5.3.1) 相 比 较 ) it H,K < G, SRHK. 则 存在 
K 集 同 构 : 
(S°)x SJ ?SlanK)*, 
aED 


XE D XG 的 (K,H) 双 陪 集 在 G 中 的 一 个 代表 系 . Ya EG, 2S := {*s]s € S} 
Ato F ZL tH := aHa 集 : 


*h-*s=%(h-s), Whe H,s €S. 


(5.5.9) 定理 (45 XH (5.3.2) 相 比较 ) it Hi < G, S: XH; k, i=1,2. 则 
存在 G 集 同 构 
SE x SF SN] (FS. xy5Sa)lcmnvm)9， 
2Yea 
这 里 a 取 遍 G 的 所 有 (Hi, Ho) 双 陪 集 对 于 每 一 个 双 陪 集 a, 在 G 中 任 取 一 
MAK z,y Ro yea. 


(5.5.10) 定理 (与 命题 (5.2.1)(c) 相 比较 ) RA<G, 5 是 采集 ,T 是 G 
集 . 则 存在 G 集 同 构 : SG x TS (Sx TH)5. 


习 题 


1. 给 出 命题 (5.5.6), 定理 (5.5.8), (5.5.9) 与 (5.5.10) 的 详细 证 明 . 

2. 设 5 与 T 是 G 集 , H,K < G, 8€S,2EG. 
WEH: s € Inva(S) 4> zs € Invspz-1(S). 
由 此 导出 : 如 H =c K, 则 |Inva(S)| = |Invx(S)|. 

3. i H,K < G, DEG t (H, K) 双 陪 集 的 集合 .证 明 :G 集 (G/H)x(G/K) 的 G 
轨道 以 如 下 方式 确定 了 一 个 (五 ,KK) 双 陪 集 . 


(cH, yK) + Hr yk, 
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这 里 GH,yK) Æ (G/H) x (G/K) PS (cH yK) 的 G 轨道 ， 证 明 以 上 对 应 给 出 了 
(G/H) x (G/K) 的 G 轨道 集合 与 D 之 间 的 一 个 双 射 . 

提示 2 C=.) HaK, 这 里 a Bus (H, K) 双 陪 集 在 G 中 的 一 个 代表 元 系 . (G/H) x 
(G/K) 的 对 应 于 Hak 的 G 轨道 由 集合 (2H, yK) ty € HaK} 中 的 所 有 互 异 元 组 成 . 
(H,aK) 在 G 中 的 稳定 子 恒 等 于 五 人 aKa-!. 由 此 导出 (G/H) x (G/K) 的 对 应 于 HaK 
的 G 轨道 与 G/(H 门 aKa-!) Æ G REH. TERIA G SM: (G/H) x (G/K) = 
WG/(H f aKa). 将 这 结果 与 定理 (5.3.2) 相 比较 . 
” 4 令 Y = (hy: Hm} 为 G 的 于 群 共 思 类 的 一 个 代表 系 . 定义 映射 p : AUG) 一 
2m) 如 下 : 

9([S]) = (om ([S]) ,eam([S))YG R S. 

证 明 p 是 环 的 单 同 态 . 

5. 设 媚 <G. 记号 细 如 习题 4 所 定义 . 令 


._ /vmlG/H] ... yumlG/HI 
r- oc er ) 


证 明 : (a) H* e Z™, 
(b) {H*|H € ©} 形成 Z™ 的 自由 2 基 . 
6. SRM p 如 习题 4 所 定义 . 证 明 : Vn € Z, 


n- Z™ C 9(Q(G)) = n = 0(mod|G}). 
7. DH < G. 证 明 : 存在 满足 如 下 条 件 的 元 素 z E€ AG): 
pH(z) 头 0， yx(z)=0, VK <G,K #cH. 


提示 “利用 习题 4 的 记号 . 设 厅 = Hi. 令 et 为 Z™ 中 的 元 素 , 它 的 第 i 个 分 量 等 于 
1, 其 余 分 量 都 等 于 0. 利用 习题 6 的 结果 证 明 存 在 某 元 素 = ENG) 使 得 |Gles = wp(z). 于 
是 z 即 满足 所 要 求 的 条 件 . 
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诱导 表示 及 其 特征 标的 分 解 是 构造 有 限 群 的 不 可 约 表示 的 最 有 效 的 方法 之 
一 . 关于 分 解 由 正规 子 群 诱导 的 表示 的 主要 结果 应 归功 于 Frobenius, Clifford 和 
Gallagher 的 工作 , 而 Curtis-Fossum, Ree 与 Higman 在 分 解 由 任意 子 群 诱导 的 
表示 方面 做 了 大 量 工作 . 


86.1 由 正规 子 群 诱导 的 表示 的 分 解 


关于 这 方面 最 基本 的 结果 是 Clifford 定理 . 该 定理 的 部 分 结果 已 在 § 3.1 以 
群 表 示 的 语言 作为 子 群 表示 的 完全 可 约 性 判 则 被 证 明 过 . 现在 我 们 先 以 模 的 语 
言 来 叙述 并 证 明 Clifford 定理 , 接着 讨论 它 的 特征 标 形式 . 然后 用 它 来 研究 由 正 
规 子 群 诱导 的 表示 的 分 解 . 最 后 , 作为 一 种 应 用 , 我 们 用 小 群 法 来 描述 某 族 特殊 
群 的 不 可 约 特征 标 . 

(6.1.1) 定理 (Cliford) 设 FREER, HAG. WA=F(G) 5 B= 
Fill]. & MARTH AR, LA BM 的 不 可 约 BFR. 则 以 下 结果 成 立 : 

(a) BM 是 完全 可 约 的 , CAL MRR B 模 的 直 和 ( 注 : OL AH HK 
示 , 则 LotR BB 模 对 应 于 LHRRAE). 

(b) BM 的 对 应 于 不 可 约 BB 模 的 齐 次 分 支 被 G 可 迁 地 置换 . 

(0) © EH pM t LERA. W H = {z € Glel = L}. 令 {g ,gn} 
AGH H ABRRAA, 则 {giLl1 < i<n} Æ L HERRA BB 模 的 完 
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全 集 , 它们 在 BM 中 以 相同 的 重 数 ( 记 该 重 数 为 e) 出 现 , PAA B 模 同 构 


n (e) 
sM% (è at) 


i=1 
(4) RES H+ (©) 中 所 定义 . MLA FAR, 且 存在 4 模 同 构 M ATS. 


证 定理 (3.1.3) 的 证 明 实际 上 已 证 明了 (a) 与 (b). 现 只 要 证 明 (c) 5 (a). 
由 (b) 知 pM 的 齐 次 分 支 在 G 的 作用 下 可 迁 . Kuh È 与 Ñ 的 定义 知 : 存在 
的 G 轨道 与 G 的 A 左 陪 集 代表 系 {9g1,… ,gn} 之 间 的 自然 双 射 . 我 们 有 


BM = Dai. (1) 
i=1 
由 (b) 易 知 : L ENE B 模 同 构 于 某 giL,1 <i<n. 最 后 , 因 M = gM, K 
giL 在 giZ 中 的 重 数 等 于 工 在 中 的 重 数 . 这 证 明了 (c). 
据 工 与 无 的 定义 知 : (1) 式 可 改写 为 


n 
cM = Bal, 
i=1 


这 里 C= F(A). ALE cM 的 C FH, K (d) 可 从 诱导 模 的 定义 推出 。 O 


上 述 结果 把 每 个 不 可 约 FIG] 模 M 表 为 HBP, RBA <Ñ <a 与 
HG. 故 除非 Ñ = G, 确定 不 可 约 FIG] 模 的 问题 可 归结 为 关于 G 的 真子 群 
的 相应 问题 . 于 是 我 们 将 面临 两 个 问题 : 首先 , 找 出 在 什么 情况 下 , A 是 G 的 真 
子 群 ? 其 次 , 当 A = G 的 情况 不 能 避免 时 , 我 们 能 做 些 什 么 ? 当 FF 是 G 的 分 
裂 域 时 , 这 第 二 个 问题 将 导致 把 由 M 所 决定 的 表示 分 解 为 射影 表示 的 张 量 积 . 

Mit F CCH GC RRRA TRIAR. BH < G, Y È (p, V) € RF(H)+ 
的 特征 标 . 则 V 可 被 当 作 FH) 模 . 惯性 群 T(p) 可 表 为 

T(P) = T(d) = {z € G74 = 4} = {z € GPV S V}. 
故 T(%) 也 称 为 p 的 惯性 群 . 

于 是 , Clifford 定理 的 特征 标 形式 如 下 : 

(6.1.2) 命题 (a) € C € IrrrG,H AG. 则 CH =e(D》)"), 这 里 e RAKE 
整数 ,小 E lrrrH, "Y Bh y 的 G KK. 

b) A y ElrrH. FAE (CYS) > 0 的 5CeIrrrG, HA nE IerpT(y) 使 
满足 

m=rb 与 C=n%, 
RErenN. 
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证 (a) 可 从 定理 (6.1.1)(c) 直接 推出 . 

(b) 由 定理 (5.2.4) 知 : (Ca, Y) = (6,99) > 0. 令 M 为 对 应 于 4 的 FIG) 模 . 
记 B = FH). 则 gM 中 存在 对 应 于 少 的 不 可 约 B FRL SL eM AL 
齐 次 分 支 . WEB FIT) 模 . 令 n 为 T(w) 的 对 应 于 了 的 下 表示 的 特征 标 . 
WA sz 的 所 有 不 可 约 分 量 都 B 模 同 构 于 L, 我 们 有 ma = ry, 这 里 re N. 进 
而 , 由 定理 (6.1.1)(d) 得 《= n°. 最 后 , H C E IrrG 推出 me IrrrT(y). 口 


(6.1.3) 定理 it H <G,4ElrrH. 令 T=T(W) Ay ORAM. RF 
$ yi € h$(T), A Y= (h)a, P o TERA T ARER pi. 则 
(a) hh € IrrFT. 


(b) #4 w e IerpT/H 能 被 看 作 IrrFT 的 元 素 , 且 对 于 每 个 这 样 的 w,， 有 
(wy)? € IrreG. 


(c) Yo 可 用 下 式 表 成 相 措 不 可 约 特征 标的 整 线性 组 合 : 
ye = > w(l)(wy)9， 


这 里 和 式 中 的 w BG Ire T/H. 
证 (a) 显然 . 
(b) 由 条 件 HAT yT ET-H ERR, MEE HLF [T : Hy. 
另 一 方面 ， 
DW) = (Zew) v1, 


且 了 jw(1)w 27/8 的 正则 特征 标 , CEA T 的 特征 标 在 工 一 互 上 取 零 值 ,而 
在 H LIRIN [T : H). 这 推出 


yT = J owy). 


因此 由 诱导 表示 的 传递 性 导出 (c) 中 的 等 式 . 
由 假设 HAG 与 定理 (5.3.1)(a) 知 


(eye)= E WWT: H). 人) 


2HEG/H 
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KBB, W, yS) = Yo o(1)u'(a)((ovn)®, (wip1)®) 
ww! 
= P lwt), 1)*) 
+ w(tyw(a)(wrr)?, 1) 
ww 


> oa)?’ (wh)®, ws) 


> Ya)? 
=[T: H}. (3) 
由 (2) 式 与 (3) 式 推出 
PEET e 9 如 w=w', 
((w1)%, (w'y) -人 如 wu. 
故 {(wy)@|w € IrrrT/H} 是 G 的 互 异 的 不 可 约 特征 标 集合 . 口 


上 述 定 理 的 一 个 特殊 情形 是 G = T(w). 此 时 我 们 有 以 下 结果 . 


(6.1.4) 推论 it H AG, € lrrrH MA G=T(y). + p BERA G 的 
特征 标 dn, PP (i) =v, H YS 的 每 个 不 可 约 分 量 ( 有 形状 5 =o, 这 里 
w € IrrpG/H 被 ¢ 所 唯一 确定 . 


借助 于 上 面 的 结果 , 我 们 能 用 其 真子 群 的 特征 标 来 描述 某 族 特殊 群 的 所 有 
不 可 约 特征 标 . 我 们 所 要 介绍 的 方法 称 为 小 群 法 . 


(6.1.5) 命题 RG=HxK 是 阿 贝 尔 正规 子 群 H 与 子 群 K 的 半 直 积 . 
则 以 下 结果 成 立 : 

(a) VC € IrrrG, A y € Ire H 使 得 (C, YS) > 0. 

(b) 每 个 由 Ee IrrpHH RRP ÈH Toly) 的 特征 标 gi. 进而 , 我 们 有 


To(¥) = HTx(W), 
S= E Dhs, 
welrrrTx (%) 
这 里 To() Rv ÆG 中 的 惯性 群 , Tx(y) = To) NK. 
(c) 每 个 CE IrrrG 有 形状 5 = (wp), 这 里 w 与 yy 如 (b) 中 所 定义 . 
HAA Y c lrrrH, Y € IrrTe(W) È (i)a = V 5 w € IrpTx(W) 则 
(Up) = (wy) HER w= BAAR g EGA y =. 
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证 (a) 可 取 少 为 Cx 的 不 可 约 分 量 , 然后 应 用 定理 (5.2.4). 
(b) pe lrrH. A H BARR, BTU % 是 线性 特征 标 . EA, Taly) = 
HTx(W). 定义 Te(y) 上 函数 如 使 


h(ab) = Yla), Vae H,b eTx(y). 
TU ay 是 多 的 扩充 . RITA: Va,a’ € H,b,b' € Tx()， 
tpi ((ab)(a'b')) = vr ((a- ba’b~*)(bb')) = Yla: ba'b™!) 
= v(a)(?p)(a’) = ¥(a)¥(a’) 
= pı (ab) (a0). 


这 推出 加 是 Te(y%) 的 线性 特征 标 . 因此 (b) 可 从 定理 (6.1.3) 推出 . 

(c) 第 一 个 结论 可 从 (a) 与 (b) 直接 推出 .余下 只 要 证 : 如 (wy)? = (ww 内)9， 
TW w =w! BAPE g EGE y = 2. 

首先 , (wn)? 在 H 上 的 限制 是 y SESE SRA (RE: 如 二 个 特征 
PRT DNR HAIER AS, MME BER). 故 (wy)? 在 共 
POMFRET y. 其 次 , > V 为 对 应 于 特征 标 (wr)? 的 FIG] 模 . 令 Ww 
为 rV 的 对 应 于 特征 标 y 的 F[H] 子 模 , 则 W 在 Tx(%) 的 作用 下 稳定 . 易 
见 Tk(%) 的 由 W 所 提供 的 特征 标 等 于 w. 故 (wy)? 也 确定 了 w. 口 


习 题 


本 节 习 题 中 的 FH GC 及 其 子 群 的 分 裂 域 . 

1、 设 H<G,¢4 € InrrH, Ç € IrrG、 设 (6.9%) > 0， 由 命题 (6.1.2) 知 存在 
n € lrrrT(4) 使 《= n° 与 nn = ry, 这 里 EN. 证 明 : n 被 这 些 条 件 所 唯一 确定 . 

2. 设 N 9G, J e IrrrN. 证 明 : 


I? €letrrG & T(S) = N. 


3. RN AG, G/N 是 阿 贝尔 群 . 设 C 是 G/N 的 由 线性 特征 标 组 成 的 群 . 则 C 通过 
乘法 作用 于 IrrPG (È: 通过 特征 标的 提升 可 把 C 看 作 IrrrG WFR). > pe Irre N. 证 


明 s 
E DDE 
i=1 
这 里 f EN, {x1 ,Xs} 是 IrrrG 的 一 个 C 轨道 . 
提示 $ x € IrrrG. 则 (xn)? = px, 这 里 p 是 G/N 的 正则 特征 标 . 
4. NAG, x EIrrrG, I elIrrrN EB (xn, J) £0. 证 明 下 列 条 件 等 价 : 
(a) xn =eF,e? = (G: N]. 
(b) x 在 G - N 上 取 零 值 , T(7) =G. 
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(c) x 是 Fo 的 唯一 不 可 约 分 量 , T(F) = G. 

注 ” 当 上 述 等 价 条 件 被 满足 时 , 称 x SY 关于 G/N SRB. 

5. (Ito) 设 4 是 G 的 阿 贝尔 子 群 . 则 deg x < [G : A], Vx € InrG. 此 时 , 如 果 
A < G, Wi deg xl[G : A]. 

6. HH IG, 0 € IrrrG. WATE ý € Ire H $E 0 = vo MBH OE G- HER 
SHA On 是 H 的 相 异 不 可 约 特征 标的 和 . 

提示 (=) 令 9 EG-H EMF, On = yi 十 … 十 加, 这 里 {di} 是 相 异 不 可 
约 特 征 标 使 deg vi < deg i, Vi > 1. W deg 9 > rdeg yı. 但 SASH O. KH 
[G : H]deg yı > deg 0. 最 后 , 通过 计算 (0,0) A [G : H) = r, K Yf = 6. 这 也 证 明了 所 有 
pi 有 相同 的 次 数 . 

(=) 40 = %9, XE y € lrrrH. 显然 9 在 G-H 上 取 零 值 . 由 定理 (5.2.4) 得 
(64, Y) =1. 然后 运用 定理 (6.1.1). 

7. WN AG, x € lrrcG. Ë xn = I € lereN. & y € IrrcG. 定义 G/N ERK n 
如 下 : 

non) = 击 D WO). 


zEgN 
(a) 如 (hw, 2) £0, WY n € IrrcG/N. 
(b) 如 (Yn, 2) = 0, M n =0. 
(c) W x = y, W n = lay. 
8. 集合 {1,2,… ,n} 上 的 如 下 置换 称 为 n RES MR: 


上 
+i tig ++ tin 


so-{(: 2 2 
ti tig tis 


证 明 : (a) |G|=48. 


1l<ij< 3} 为 三 次 变 号 置换 群 . 


+1 +2 +3 


(c) G =H x S, 这 里 S = Ss 是 集合 {1,2,3} 上 的 对 称 群 . 

(d) RH IrrcG. 特别 要 找 出 每 个 5 e IrrcG 的 次 数 , 并 把 ¢ RIER (dw), 这 里 
全 ElIrrcH， 少 为 由 到 Tae(w) 的 扩充 , w € Irre(To(¥)/H). 

提示 “ 先 证 明 H AOARSEMONMIEDE y 能 用 记号 (+++), (+ 十 一), (十 一 一 ) 与 (~ 一 一 ) 来 
描述 (K y E H 的 一 个 生成 元 上 取 1 或 -1 而 定 ). 证 明 : 对 于 y 的 这 四 种 选择 , To(y)/H 
分 别 有 结 构 Ss, S2 x Si, Si x So 与 Ss. 然后 运用 小 群 法 . 

注 同样 方法 可 应 用 于 计算 n 次 变 号 置换 群 的 不 可 约 特征 标 . 

9. 如 任何 x E IrrcG 都 不 是 G 的 真子 群 的 特征 标的 诱导 特征 标 , 则 称 G 为 PC 群 . 
令 G 为 PC 群 ,N aG. 证 明 : 

(a) 如 N 是 阿 贝尔 群 , 则 N C Z(G). 


wes-{( ee )} 则 五 是 G 的 正规 阿 贝尔 子 群 
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(b) [Gy N] = NO, 这 里 [G, N] 是 由 换 位 子 集合 {lg,mjlg9 € Gin € N} 所 生成 的 群 
N 是 NN BY i BPE, Vi. 
(0) NO) = N®. 


(a) Z(N) = NN Z(G). 
86.2 一 般 诱 导 表示 的 分 解 (Hecke 代数 ) 


在 上 一 节 里 , 讨论 了 由 正规 子 群 诱导 的 表示 的 分 解 问题 , 在 本 节 , 考虑 更 一 
般 的 情形 , 即 由 任意 子 群 诱导 的 表示 的 分 解 问题 . 为 了 得 到 较 强 的 结果 , 设 FC C 
BPR GC 及 其 所 有 子 群 的 分 裂 域 . 特别 注意 由 子 群 的 线性 特征 标 诱导 的 特征 
标 , 尤其 是 G 的 可 迁 置 换 表示 的 分 解 . 本 节 的 主要 结果 归功 于 Curtis-Fossum 与 
Ree 的 工作 . 

前 面 已 指出 过 : 群 G 的 特征 标 总 可 被 看 作为 群 代数 FG) 的 特征 标 在 G 上 
的 限制 . 记号 IrrrG 既 被 当 作 G 的 不 可 约 F 表示 的 特征 标 集合 , 也 被 当 作 不 可 
约 FIG] 模 的 特征 标 集合 . 

将 群 代数 F[G] 的 元 素 看 作 G 上 F 值 函 数 有 时 是 很 方便 的 : TER 》) ose € 


FIG] 对 应 于 如 下 定义 的 函数 f : G F se 
f(z)=az, VreG, 


这 里 as € F, Vz € G. 此 时 F[G] 的 元 素 之 积 对 应 于 相应 函数 的 卷 积 : 如 f,9 : 
G 一 下 是 G 上 二 个 FF 值 函数 , WER f- g: G> F ELA 


(fg)(z) := Ý fva), vzeG. 
yveG 


GL FERRAR F SAUBRARKER—TAMF FG 的 下 代 
(6.2.1) 命题 it H <G, ec FIH] EFA. 设 左 理想 F|H]e 提供 H th 
F AEA y. 则 F[Gle 提供 G OFA AE Yo. 进而 , 如 CE IrrFG, 则 
(6,¥9) = ¢(e) = dimp eM, 
这 里 M 是 以 5 为 特征 标的 FIG] 模 . 
证 A FG) 是 自由 右 FH) 模 , 所 以 存在 左 FIG] 模 同 构 
F|G]e = F|G] - F|H]e = F[G] Sry FlH]e. 
因此 F[Gle BEE SME ye. 
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另 一 方面 , 由 于 。 LS, 有 
C(e) = tr.(e, M) = dimp eM, 


这 里 tr. (e, M) Æ e 作用 在 M 上 的 迹 . 易 证 映射 em — fem 给 出 F 线性 同 构 
eMHompiq\(F(G)e, M), 这 里 


fem(ae):=aem, Va E F[G),meM. 
由 表示 的 完全 可 约 性 知 
dimp(Homelel(EIGle, M)) = (¢, 4°). 


故 命题 得 证 . 口 


设 e 是 FG] 的 等 等 元 . 则 F 代数 eF[Gle 以 e 为 恒 等 元 . eFfGle 反 同 构 
于 EndrlclF[G]e, 这 里 Endre, F [Cle 的 元 素 左 作 用 于 F[Glje. 由 于 FG] 是 半 
单 的 , 代数 eF [Cle 也 是 半 单 的 ( 易 证 Rad. (eF[G]e) = eRad.(F[G])e, 然后 应 用 
定理 (1.6.4)). 


(6.2.2) 定义 it H<G. HTRRFA ce FH], +p AW F|H]e 所 提 
供 的 F 特征 标 . 记 F 代数 eF[Gle 为 H(G, H, Y), 称 之 为 Hecke RM. 在 不 至 
引起 混 清 的 情况 下 , 我 们 以 W 记 WG, H, Y). ER, e XH 的 恒 等 元 . 


在 本 节 的 余下 部 分 , 我 们 总 假设 H < G,e e 已 [可 HERTE FlH]e 提供 
HW F RAEI y R W = eF (Cle. 

设 e 是 半 单 F 代数 4 WARS MRT. W Ac 是 不 可 约 4 模 , 则 称 e 4 
中 本 原 , 或 称 < 为 4 WARS. 


(6.2.3) 引 理 thud of HRF. 则 
uk PAR oud FG] 中 本 原 . 


证 Rue #, te 是 的 恒 等 元 ,我 人 有 eu=ue =u. 故 
uF [Glu = weF [Gleu = uu. (1) 


这 推出 
4 在 FIG) PE 会 FIGju 是 不 可 约 FIG] 模 . 
分 uF[Gju © (Endpig)F{G]u)? 是 可 除 环 . 
usu 是 可 除 环 . 
+ Hu 是 不 可 约 0 模 . 
sut w PAR. o 
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设 4 是 FF 代数, M 是 不 可 约 4 模 . 如 对 于 任何 扩 域 E/F, M” 是 不 可 约 
AP 模 , 则 称 M 为 绝对 不 可 约 A 模 . 如 所 有 不 可 约 4 模 都 是 绝对 不 可 约 的 , 则 
称 下 为 4 的 分 异域 


(6.2.4) 推论 FX HPRR. 


证 必须 证 明 : 每 个 不 可 约 oe 模 是 绝对 不 可 约 的 . 由 定理 (3.2.3) 知 只 要 证 
明 : 对 于 每 个 本 原 寡 等 元 ve W, 等 式 usu = Fu 成 立 . BW F EÈ FG 的 分 裂 
域 , 所 以 由 引 理 (6.2.3) 知 : 对 于 每 个 本 原 寡 等 元 ve W, 有 等 式 uF [Glu = Fu. 
因此 我 们 的 结论 可 从 (1) 式 推出 . 口 


(6.2.5) 定理 wh, # 2H G,H,e 与 少 所 决定 的 Hecke 代数 . M FRM 
果 成 立 : 

(a) 令 CelIrrpG. 则 Cx £0 => (C, yf) #0. 

(b) 映射 5 一， Cae 是 从 集合 {C E IrrpGI|(C,W6) #0} 到 集合 rr 上 的 
RH, 这 里 rrr 是 半 单 PRK .和 6 的 不 可 约 特 征 标 集合 . 

(c) 如 yp 是 R 的 在 (b) 的 映射 下 对 应 于 5 E IrrpG 的 不 可 约 特 征 标 , 则 
deg p = (¢,#°). 

证 (a) 设 M 是 特征 标 为 《 的 不 可 约 F[G] 模 . 设 Cxe 4 0. 则 存在 某 
a & F[G] {8 C(eae) #0. 于 是 eM A 0, 由 命题 (6.2.1) 知 : (C, yS) #0. 反之 , 如 
(6,9) #0. 则 由 命题 (6.2.1) 知 : C(e) #0, 因此 Coe # 0. 

(b) 首先 令 4 € IrrrG. 设 be #0. 并 设 M 是 特征 标 为 〈 的 不 可 约 FIG) 
模 . 则 由 (a) 的 证 明知 : eM 40. 因 六 = eF [Gle, HM eM 9 KB. i mo 
与 me eM, 则 由 于 M 是 不 可 约 F[G] 模 , 有 9m = eF (Gm = eM. 这 证 明了 
eM 是 不 可 约 of 模 . 现在 来 计算 eM 的 特征 标 . Vz e W, 有 zM ceM. 因此 


¢(z) = tr.(z, M) = tr.(z,eM). 


这 推出 Ce 是 不 可 约 .xi 模 eM 的 特征 标 . 

其 次 , 我 们 要 证 明了 映射 C 一 ; Cze 是 满 射 . 令 p 为 不 可 约 oe 模 的 特征 标 . 
则 存在 W HERRER u, 其 在 W 中 生成 特征 标 为 p 的 不 可 约 W Wu. 
据 引 理 (6.2.3), u 在 FIG) 中 本 原 . 因此 FIGlv 是 特征 标 为 某 6 e IrrrG 的 不 可 
A FIG] 模 . 由 前 面 的 证 明知 : Cye 是 不 可 约 9 模 eF [Glu = Hu 的 特征 标 , 即 
Ci = p. 

最 后 , 设 CC € IrrpG 满足 Cx = Coe #0, 据 上 面 的 论证 知 : p= Cre E 
brr, BFE WwW “PARES IC u 使 不 可 约 FG 模 FIGlu 的 特征 标 6”e 
IrrpG 满足 Ge =p. & M 为 特征 标 等 于 4 的 不 可 约 FIG] 模 . 则 C(w) = 
plu) #0. 因此 uM 4 0. 这 推出 FIGju = M. 同 理 可 证 F[G]u & M’, 这 里 M’ 
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的 特征 标 为 0, 所 以 E = ¢. 
(c) YeIrrG, 记 p = Gor. 由 (a) 知 : 如 M 是 特征 标 为 《 的 不 可 约 FIG] 
模 , 则 p 为 30 模 eM 的 特征 标 . 于 是 由 命题 (6.2.1) 推出 
deg y = p(e) = ((e) = dimp eM = (¢,#°). o 


设 4 是 半 单 FF 代数 , < 是 属于 4 AMES GT. W Ac 是 正则 模 
AA 的 齐 次 分 支 , 则 称 e 为 4 的 中 心 本 原 震 等 元 . 注意 中 心 本 原 寡 等 元 一 般 不 
是 本 原 寡 等 元 . 

设 IrrG = {xn ,Xs}. 令 


= XO Py (9- 
= Gi Exe 1)g. 


则 由 定理 (4.2.1) 知 : ei 是 FIG] 的 对 应 于 xi AYP AEE TC. 


(6.2.6) 推论 HI = {ill < i< s, (xi, VE) #0}. 则 {eeijier Æ W HPS 
REARS. 

证 我 们 知道 : FIG] 的 元 素 u 是 中 心 本 原 宕 等 元 当 且 仅 当 存在 某 不 可 约 
FIG) RV 使 u 作为 恒 等 算 子 作用 于 V, 而 作为 零 算 子 作用 于 所 有 其 它 不 同 构 
F V 的 不 可 约 FG 模 由 定理 (6.2.5) 知 : 每 个 不 可 约 W 模 有 形状 eM, 这 
里 M 是 特征 标 为 xi € IrrrG 的 不 可 约 F[G] SUE (xi, 0°) £0. 显然 , eei 是 
eM 上 的 恒 等 算 子 , 同时 也 是 所 有 不 同 构 于 eM 的 不 可 约 3 模 上 的 零 算 子 . 这 
证 明了 本 推论 . o 


(6.2.7) 推论 (Janusz) 设 x: € IrrrG 满足 (xi, YS) =1. M ee; 是 FIG] 
WRRRE ARE Xi 是 F[Glee; 的 特征 标 . 

证 由 推论 (6.2.6) 与 命题 (6.2.5)(c) 知 : ce; 是 W 的 对 应 于 线性 特征 标的 
中 心 本 原告 等 元 . 于 是 ee; 是 W ERREGT. 故 由 引 理 (6.2.3) A: ee; E 
F[G] 中 本 原 . 由 定理 (6.2.5) 推出 : xi 是 F[G]ee; 的 特征 标 . 

(6.2.8) 定理 (Ree) 活用 定理 (6.2.5) 的 记号 . 设 X e IrrFG BR (YS, x) # 
0. BREG, SCAR tMKRK K=) r 则 


zee 
-1 
x(t) = |Ce()|x(eKe) b> ee) : 
EG 


证 设 M 是 G 的 特征 标 为 x 的 矩阵 表示 . 由 于 K € ZF), 我 们 有 
M(K) = wl. 在 两 边 取 迹 得 


= l#lx()x(1)*. 
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A eKe = Ke, & 
M(eKe) = M(K)M(e) = wM(e). 
再 在 两 边 取 迹 得 
x(eKe) = wx(e) = |Elx(t)x(e)x(1)*. (2) 
令 


写 e= 》 anh, 这 里 ar € F. WF è = e, RNA 


heH 


ce 一 x0 L D xe anaxehzke. 
ZEG hke H 


By = hrk. WA z-: = ky™h 与 
ee = XW Sxl YE ancaky 7h | eve 
lcl veG h,kEH 


于 是 


ee= 1a >; x(ex™*e)eze. (3) 
EG 


上 式 两 边 以 M 作用 后 再 取 迹 , 则 由 等 式 M(e) = 工 得 


xe) = < & x(exte)x(eze). a 
IGl 2% 
把 (4) RRA (2) 式 即 得 所 要 求 的 结果 . D 


根据 定理 (6.2.5) 1 (6.2.8), 我 们 可 把 计算 vo 的 不 可 约 分 支 的 值 的 问题 归 
结 为 计算 相应 的 Hecke 代数 36 的 不 可 约 特征 标 值 的 问题 . 于 是 Ree 的 公式 把 
计算 FIG] 的 特征 标 值 的 问题 归结 为 计算 Hecke 代数 20 的 特征 标 值 的 问题 . 由 
于 9 的 维 数 通 常 要 比 FIG] 的 维 数 小 得 多 , 故 Ree 的 公式 大 大 简化 了 我 们 所 面 
临 的 问题 . 但 Ree 的 公式 必须 借助 于 关于 矫 等 元 e 的 较 多 信息 . 下 击 的 结果 将 
告诉 我 们 : 当知 等 元 e 已 被 弄 清楚 时 我 们 该 如 何 来 运用 Ree HAR. 
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WF 2 eG 5H < G 的 特征 标 p, 定义 *y WITH AH 的 特征 标 使 得 
(Zh) =o(h), VRE H. 
我 们 定义 元 素 z e G 关于 子 群 H 的 指数 为 
indy(2) = [H HNH]. 


易 证 indy(2) 等 于 双 陪 集 有 HzH 所 含 H 左 (或 右 ) 陪 集 的 个 数 . 故 indy (x) 由 
z 所 在 的 (H, H) 双 陪 集 完全 确定 . 数 集 {finda(z)jlz € G} 等 于 作为 (18)a HH 
和 项 而 出 现 的 可 迁 置 换 表 示 的 次 数 集合 , 称 该 集合 里 的 数 为 18 的 子 次 数 . 

(6.2.9) 命题 沿用 定理 (6.2.5) 的 记号 . hy RH 的 线性 特征 标 . 则 e= 
商 VAAL FH] OHA F y HP SRE. 令 H\G/H = {Dihicicrs 
RED: = Hz;H, 1i <r, z; € G. 则 关于 Hecke RH H 的 下 述 结 论 成 立 : 

(a) @ H; = HAH, 1 Si <r. $ J= {jll <j <S r (Ty) = Ya} 定义 : 
aj = (indy (z;))ezje, Yj € J. 则 {aj}jes RO H FR. ep = 1, 则 基 元 素 
aj 独立 于 双 陪 集 代表 元 zj 的 选取 . I y Aly, Ma; 关于 不 同 的 双 陪 集 代表 元 
zj 的 选取 只 相差 一 个 单位 根 因子 . 

(b) Vi, j € J, 我 们 有 


aya; = 》 Hijkar, 
kel 


这 里 juijk E 已 由 下 式 给 出 : 


Hik =H] J, ai(yas(y zn), 
3yEDi 站 zsD 了 7 


其 中 元 素 ai e FIG] 被 当 作 G 上 FARR. Vi j,k, jijk HF 中 的 代数 整数 . 
(c) 定义 2 上 线性 函数 入 如 下 : 


入 (Zea) =, 
i 


这 里 al = e. RLP 上 双 线 性 型 BA 
B(a,b) = (ab), Va,be W. 
则 已 是 非 退 化 的 且 满足 : Va,b,c € H, 


B(a,b) = B(b, a), i 
B(ab,c) = B(a, bc). 
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进而 , {ajjjey 与 f(inda(zi))-16;jjey 是 和 6 的 关于 双 线 性 型 的 对 偶 基 , 这 
Bj = (indy (2;))exj*e, Vj € J. 

注 {aj}jer KH HW 的 标准 基 元 素 , 而 {dj}jey EH 的 另 一 组 标准 基 
元 素 . 
iE (a) Yh e H, 我 们 有 

he = eh = (he. 

先 设 h € HATH, 这 里 z € G, 则 存在 h € H IË h =*h, H *y(h)ere = 
w(hi)ere = ezeh, = ehie = ehize = Ņ(h)eze. HH exe +0 推出 "y 与 在 


HNH 上 取 值 相同 . 
Re, Rd 5 y E HTH 上 取 值 相同 . 先 计算 等 式 


E Wa) via) azh 


1,ħ2E€H 


dani 
BP, 
中 xz 的 系数 .如 各 zja = z, W hi € HQH 5 h = (h3!) 因为 与 吵 在 


HAH 上 取信 相同 ,我 们 有 Wha) 一 (hz) 故 = 在 eze 中 的 系数 为 ENGEL 


IHN H| à 
类 似 地 ,hazha 在 exe 中 的 系数 为 ROE a. 因此 ,Vi e J, 我 们 有 
aj = 商 Yl Vha) zh #0. (5) 


hizjha€Dj 


由 此 推出 {ay}jey 是 F REAM, 它们 形成 W 的 一 组 F 基 . 又 显然 , 改变 双 
陪 集 代表 元 zi 对 于 每 一 个 基 元 素 a; 的 影响 是 在 a; 上 乘 以 一 个 单位 根 , 这 个 单 
位 根 当 % = Ly 时 必须 等 于 1. 

(b) 令 aiaj = Y hijra, Vi j, (6) 


这 里 pe € F. 为 了 计算 结构 常数 pe, 我 们 把 元 素 {01} 看 作 G 上 复 值 函数 . 
FIG) 的 乘法 以 函数 的 卷 积 代替 . 让 等 式 (6) 两 边 在 zx 上 取 值 , 则 由 (5) 式 得 


pisk|H|T! = (aiaj)(zk) = 》 ai(y)as(y >k) 
vyEG 


= DO alvaz). 
veD: Ne D7 


由 此 得 到 所 要 求 的 关于 {jij} 的 公式 . 再 由 (a) X: Vh € H, 


a;(y)a;(y~*ze) = a(yh)a;((yh) zx), Vy € G. 
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因 Di 几 zkD7! 是 一 些 H 左 陪 集 的 并 , 令 7 为 Dif\2nDj" 中 左 陪 集 的 代表 
A, 则 
page| |? = |H| Dai(Was(y zn), 
yel 
即 


page = |HP > aily)a;(y zr). 
vel 


由 (5) RA: 存在 F 中 代数 整数 a 使 得 
pie = |HP|H| Pa = a. 
(c) 在 等 式 (5) 中 以 a? 代替 rj, 得 


B= X VAN) thas; tha, 


hizy*haeD;* 
故 通过 与 (b) 中 相同 的 计算 得 
Aai) =H) > aal) 


veD:N D7’ 
_ Jo 如 D: # D5*, 
© ALA? |Ha3H| = inda(a;), 如 D; = D;?. 口 
(6.2.10) 定理 设 少 是 G 的 子 群 H 的 线性 特征 标 . W 是 Hecke 代数 


H(G, Hp). 
(a) 0 的 中 心 本 原 辕 等 元 集合 {eei (xi Yf) #0} 由 下 式 给 出 : 


ee; = XDE y indu(aj))-5G(Gi)ah 
加 se 
这 里 {ajjjey 与 {(indy(z;)) a; }jes 是 命题 (6.2.9)(c) 中 所 定义 的 ,和 的 互相 


对 偶 的 二 组 基 . 
b) ( 正 交 关系 ) A pp A? 的 不 可 约 特征 标 . 则 


如 pte, 


; EREET ola.) = L) 
Einant) E A HPS eae 


这 里 X € IrrFG 满足 p= xæ. 
(c) 设 x € IrrrG 满足 (x, YS) #0. H xlæ = p, A) 


-$ 
x(1) = [G : HQ YS) (Erare vanen) : 
JEJ 
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证 (e) 据 推论 (6.2.6) 知 : TR {ees|(xi,5) # 0} 是 HE 的 中 心 本 原 宕 等 
元 . 由 公式 (3) 得 i 

ee; = XO Lule de 
这 里 xi e IrrG WE (aY?) #0. & z= hzjk € Dj,h,k € H, W a? = 
kas tho}, 由 命题 (6.2.9) 中 关于 {ai} 与 {a;} 的 定义 得 


Xiez-lejeze = (h)w(h)o(k)o(k-)xs(ex5 *e)exze 
= (indy (2;)) ?xi(6;)a;. 
由 此 可 见 : 当 取 z 为 Dy 中 不 同 元 素 时 , Xs(ez-!e)ere 保持 不 变 . 这 推出 
ies xe(1) D > (indy (2;)) -2xi(G;)ay 
IGI $a eB, 


= XD) S (Hz; (indy (25))-?xal@s)ay 
Il 每 


( 因 |HzjH| = |D;|) 
( 因 |Hz;H| = (indn (2;))|H)). 
(O) 对 于 使 (xisy5) #0 的 所 有 Xi € rpG, 置 w = xila: 由 定理 (6.2.5)(b) 
知 : 这 些 ps 是 P 的 不 可 约 特征 标 . 因为 eet 是 W 的 对 应 于 w 的 中 心 本 原 等 
等 元 , 我 们 有 
ees) = P mys 
5 yilees) 如 j=i, 
这 里 gileei) = eile). 将 (0) 中 关于 ees 的 公式 代入 上 式 即 得 (b) 中 的 正 交 性 
AR. 
(c) 由 (b) 推出 


-1 
Xi(1) = pi(e)[G : 可 (Zanen namaen] : 
jes 


因为 由 命题 (6.2.1) 知 
ile) = Xi(e) = (xi, YS). 
这 推出 (c). 口 
上 面 的 某 些 结果 在 可 迁 置换 表 示 15 的 情形 下 变 得 特别 简单 . 
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(6.2.11) 命题 it H<G,Y=l1lg 5 H=H(G,H1n). M 
OLA ic ale TAM 


= 而 Hi 如 a, WE, 
reds 
这 里 {Dj}jes 是 G 的 (H,H) 双 陪 集 的 集合 . 
(b) BH {ai} 决定 的 结构 常数 {juijk} 为 


ZkD. 
pa = ZNAD, Var E Dr, i,j,k € J. 


(c) R x € IrreG WR (x,1G) #0. 令 y = x| MRM (6.2.8) 的 特征 标 
公式 变 为 


xo = Sa (Beorvenal] 
ged 


-1 
«(Errana eane) A 
jEJ 


这 里 元 素 t 属 于 GME 7. 


证 (a), (b) 是 命题 (6.2.9) (a), (b) 的 直接 推论 . 
由 定理 (6.2.8) 推出 
-1 


x(t) = [Co(t)Ix(eKe) (= xee-'oxteea】 À (7) 
EG 


RE K=J z. 由 于 


zee 


exe = (indy(z;))~*a;, Vz € Dj, 


我 们 有 
x(eKe) = San le) ole ENDsl (8) 
DY x(ez™*e)x(exe) = Yate) 
2eG 
= il 1D (indn (zi)) tv(6;)¢(0;). (9) 
ges 
把 (8) R5 (9) RARA (7) 式 即 得 所 求 的 特征 标 公式 . a 
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习 a 


1. 设 (G, H, Y) 是 Hecke 代数 . 证 明 : 
H(G, H, Y) 是 交换 代数 二 > (CYF) = 0 R 1, VE € IrrrG. 
2. 沿用 定理 (6.2.9) 的 记号 . 定义 线性 映射 


ind :# (G, H, 1u) — F 


使 得 ind# (a;) = indz(zj). 
证 明 : ind 是 F 代数 同 态 . 它 作为 H(G, H, 1z) 的 线性 特征 标 在 定理 (6.2.5) (b) 所 定义 的 
映射 下 对 应 于 G 的 单位 特征 标 1c. 
3. (D.G.Higman) 设 下 是 代数 闭 域 ,char. F = 0. 4 H = H(G, H, 1a) 是 置换 表示 
1G 的 Hecke 代数 . 设 存在 某 标 准 基 元 素 a1 使 * = Fa]. $ e= T Zh V = F[G]e. 
E€. 


把 V 看 作 (FIG), W) WM, 这 里 W = eF|Gle 右 乘 作用 于 V. $ M 为 a 在 W 上 的 
右 乘 作用 所 对 应 的 矩阵 . 令 A 为 ai 在 V 上 的 右 乘 作用 所 对 应 的 矩阵 . 则 M 由 结构 常数 
{uir} 所 确定 . 称 M 为 该 置换 表示 的 交 矩 阵 . 证 明 下 列 诸 结果 成 立 : 

(a) M5 A 的 最 小 多 项 式 相同 . 它们 都 等 于 M 的 特征 多 项 式 p(t). 

(b) p(t) 有 相 异 根 {91,… ,9m}.V 的 不 可 约 F[G] 子 模 的 重 数 都 等 于 1. 这 些 不 可 约 子 
模 集 合 恰 为 {Vo,|1 <i < m}, 这 里 Vo, 为 对 应 于 A 的 特征 值 6 的 特征 子 空间 . 


(c) Vi < i < m, & pilt) = plt)/(t — 6). MI dimp Vo, = za). 


(d) 令 af = 》 muai, s = 1,2,-++, 这 里 ao = e,{ao,… ,am} 为 2 的 标准 基 元 来. 


则 tr A* = [G : Hing. 故 由 (0) 给 出 的 1G BORET ATAARE BEERE M 计算 而 得 . 

AR (a) 我 们 有 W = 正四/(m(b), 这 里 m(t) 是 M 的 最 小 多 项 式 . 因为 PW 是 半 单 
的 , F 是 代数 闭 域 , 故 m(t) 在 F 中 有 相 异 根 . 于 是 m(t) = p(t), 这 里 plt) M 的 特征 
多 项 式 . 由 p(M) = 0 得 plai), = 0 (È: ar 是 VF 上 的 对 应 于 a 的 右 乘 算 子 ). 因为 喘 射 
ar 一 ay 是 W 的 忠实 表示 , HK pla) = 0. 因此 V . p(al) = 0. 这 推出 p(A) = 0. 于 是 A 
的 最 小 多 项 式 整除 p(t). 另 一 方面 , W = eF[Gle CV, 在 a 对 于 V 的 左 乘 作用 下 稳 
E. 于 是 对 于 每 个 多 项 式 f(t) € Flt], 由 等 式 f(A) = 0 可 推出 9 f(a) = 0. 因此 


KOOD 


(b) 因为 3? 是 交换 代数 , 故 由 第 1 题 的 结果 知 19 的 不 可 约 分 量 的 重 数 均 不 大 于 1, 与 
EG 中 出 现 的 不 可 约 特征 标 G 相对 应 的 子 模 有 形状 


eV = Veie, 


这 里 et 如 推论 (6.2.6) 之 前 所 定义 . 今 eie 为 90 的 中 心 本 原告 等 元 . 这 推出 : Vi,1 < i < m, 
存在 某 0: 使 sy = Vog. 
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(c) A 是 以 {0} 为 特征 值 的 半 单 矩阵 ( 注 : 5 ASE REAREA EMERE). 因此 
对 于 每 个 f(t) € Fit], 我 们 有 
tr.f(A) = > (dim Vo.)f(0:). 


7 


特别 , Vj, 我 人 有 


tr.p;(A) = 》 (dim Va,)p3 (0:) = (dim Vo, )p5(03). 


这 证 明了 (c). 
m- 
(d) 只 要 验证 : 如 o = > niai, Vs 二 1,2,… , W 


i=0 


tr.((ao)r,V)=[G:H] 与 tr.((ai)r, V) = 0, Vi £0. 


因 e 作为 恒 等 算 子 作用 于 V, H dim V = [G : H), 故 第 一 个 结论 是 显然 的 . 其 次 , V = FlGle 
有 对 应 于 (H, H) 双 陪 集 {Di} 中 H 左 陪 集 的 基 {haze}. 由 as 通过 右 乘 作用 于 这 些 基 元 
素 得 
(hzieja = Lali, h, zs h', z7)h aye, (*) 

这 里 ali, h zj hry) 是 非 负 整 系数 . 上 式 描述 了 hzjDs i H 左 陪 集 的 划分 . 通过 计算 
知 : Vi Æ 0, 如 tr.((as)r,V) ¢ 0, 则 某 对 角 系数 a(i, hi, xj, hirz) 关 0. 以 (hzy)-! FL (*) 
RWW DNH + Ø, 引起 矛盾 . 

4. 设 万 <G 与 x=19. 则 

(a) x(DGL. 

(b) vw € IrreG, 有 (x, ¥) < ¥(1). 

(o (x16) = 1. 

(d) Yg € G,x(g) 是 非 负 整数 . 

(e) Yg EG 5 m €Z, # x(9) < x(9”)- 


(E) 如 g 的 阶 数 不 整除 a. 则 x(g) = 0. 


加 veG， aag 是 非 负 整数 , 这 里 Cl(g) 是 g MERIH. 


Se BSH Artin 定理 与 
Brauer 定理 


设 五 是 G 的 子 群 . WHEE FH) 模范 畴 与 FIG] 模范 畴 之 间 定 义 了 诱导 
和 限制 二 个 函 子 . 当 取 H 为 若干 不 同 子 群 时 , 我 们 有 可 能 通过 这 二 个 函 子 得 到 
关于 G 的 表示 的 大 量 新 信息 . 本 章 将 给 出 关于 这 方面 的 几 个 重要 结果 , 其 中 包 
括 有 理 数 域 Q 上 的 Artin 诱导 特征 标定 理 与 数 域 F C C 上 的 Brauer 诱导 特征 
标定 理 . 

Brauer 定理 无 疑 在 特征 标 理论 中 扮演 中 心 角色 . Brauer 用 该 定理 证 实 了 一 
个 由 来 已 久 的 猜想 , 该 猜想 认为 n 次 单位 根 在 Q 上 生成 的 分 圆 域 AM) 是 n 阶 
有 限 群 的 分 裂 域 . Brauer 定理 的 另 一 个 应 用 是 关于 广义 特征 标的 Brauer 刻画 ， 
它 被 应 用 于 许多 定理 的 证 明 中 . Brauer 定理 的 后 一 个 应 用 以 及 Brauer 定理 的 一 
个 道 定理 由 Green 给 出 . 


87.1 诱导 特征 标的 Artin 定理 


称 G 的 Q 表示 为 有 理 表示 , 相应 的 特征 标 称 为 G 的 有 理 特征 标 . 显然 , 对 
于 任意 H < G, 置换 表示 的 特征 标 18 是 有 理 特 征 标 . 
为 了 叙述 与 证 明 Artin 诱导 定理 , 我 们 先 给 出 一 个 引 理 . 


(7.1.1) 引 理 设 (p,V) È G 的 特征 标 为 的 有 理 表示 , 设 G 的 二 个 循环 
FH (x) 与 (y) 在 G PRR, 则 u(x) = u(y). 
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证 因 /是 类 函数 , 不 妨 设 (z) = (W). FW a 的 阶 数 . 则 存在 与 n EK 
的 整数 a 使 y= za. 设 {&:} EV 上 线性 变换 p(x) 的 特征 值 多 重 集 , 则 每 个 & 
是 n 次 单位 根 . BATA 


we) = 08 BO) = Le. 
S ww 为 n 次 单位 原 根 . 则 ws 也 为 n 次 单位 原 根 . 故 存在 域 Q(w) 的 Q 自 同 构 
o 使 c(w) =w". 于 是 由 kz) € Q 推出 
u(x) = a(p(z)) = al) = SO = ul). a 
定义 函数 u: N 一 {0,1,-1} 如 下 : vn € N, 


1, Mn=1, 
p(n) = 4 0, 如 存在 某 整数 a > 1 使 a?|n， (1) 
(-1)", 4 "是 r 个 互 异 素数 的 乘积 ， 
称 pH Möbius BM. 容易 验证 关于 函数 的 如 下 等 式 成 立 : 
p(nm) = u(n)u(m), 如 (n,m) = 1, (2) 
_f, Min=1, 
Za- 人 Mn>1. (3) 
现在 我 们 可 以 叙述 
(7.1.2) 定理 (Artin) 群 G 的 每 个 有 理 特征 标 p 有 形状 
= > acl18， (4) 
Cc 
这 里 C Rik G 的 所 有 循环 子 群 , ac e Q@ 由 下 式 给 出 : 
1 . . 
aç = ea C : Ch)p(z"), (5) 


LAP Ct Rik G 的 含 C 的 所 有 循环 子 群 , z* 是 Cr* 的 一 个 生成 元 . 

证 (Brauer) 由 引 理 (7.1.1) 知 : 值 p(z*) 独立 于 C* 的 生成 元 z* 的 选取 . 
令 

=} a018, 
c 

这 里 ac 由 公式 (5) 给 出 . 我 们 必须 证 明 yp* = p. 

令 zeG, 则 i 

18(@) = > >》 icy *zy). 
Cl sé 
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车 18(z) # 0, WHF 18 是 G 上 类 函数 , 不 妨 设 re C. Fy € Ne((z)), W 
yay eC. RZ, By zyec, W 


yoaty = (yzy) EC, VaeZ. 
RK ye Ne((z)). 这 说 明 
y € No((2)) = y zy EC, 
即 Ne((2)) = {y € Gly zy € C0}. 
因此 我 们 有 
Hy ay ¢C, WEG, 


0, 
18) = { INGU) etete y e Clit y-tay €C. 
eT” i 


由 此 得 
gria) = FUMIS S aller = hele"), 
c C"2C 


这 里 和 式 2 中 C 取 遍 所 有 含 z KMETE. 今 在 G 中 恰 有 
[G : No((2))] TEE (z) 的 循环 群 . 任何 循环 子 群 C EZAMA 
子 群 . 故 关于 w*(z) 的 表达 式 可 简化 为 

ee) =)" E alle": cole"), 


C32 020 
这 里 和 式 I 中 C 取 遍 所 有 含 z 的 循环 子 群 . 重新 排列 这 些 加 项 得 
or(z)= > vz") nlC* : Ch), 
C"3z C 
这 里 外 边 和 式 OP Ct 取 遍 含 z 的 循环 子 群 ,里 边 和 式 2 中 C 取 遍 满足 
C* 2 C 2 (z) 的 子 群 . 对 于 每 一 阶 数 为 m 的 固定 子 群 C*, 里 边 和 式 可 表 为 


E ua), 
d\(m/t) 
这 里 |(z)| =t 由 公式 (3) 知 : HP AIRY, 上 式 等 于 零 ; 当下 = 时 , C* = (2). 
故 由 引 理 (7.1.1) 知 p*(z) = p(z). 口 
3 @ 


1. 设 P(G) 是 G 的 形 如 1G, < G, 的 特征 标的 整 线性 组 合 的 集合 . 设 x 是 G 的 有 
理 特征 标 . 设 na(x) 是 使 na(x)x € P(G) 的 最 小 正 整 数 . $ N = Kerx. W x 可 被 看 作 
G/N 的 特征 标 . 证 明 
ne(x) = neyw(x)- 
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注 正 整数 nc(X) 的 存在 性 由 Artin 定理 保证 
提示 如 nx = oal8， 则 nx= Yavin. 
H H 


为 了 证 明 这 一 断言 , 可 写 1G = 194 +E, 这 里 E € ch(G), EN 不 含 于 1G 的 任 
何不 可 约 分 量 的 核 内 . 
2. & x € cht(G). 证 明 
lclx= aa’, 
x 


这 里 HG G 的 循环 子 群 的 线性 特征 标的 集合 , ax € Z. 
3. BE m 是 G 的 共 思 循 环 子 群 类 的 个 数 . 证 明 m 等 于 不 可 约 Q[G] 模 的 同 构 类 个 数 . 
提示 设 {C1,… ,Cm} 是 G 的 共 轿 循 环 子 群 类 的 代表 系 . 则 由 习题 2 与 定理 (7.1.2) 
知 : G 的 每 个 有 理 特征 标 p 有 形状 
v= Digi uez. 
利用 引 理 (7.1.1) 证 明 : 每 个 有 理 特 征 标 u 由 其 在 C1,… ,Cm 的 生成 元 上 的 值 所 唯一 确定 . 
故 至 多 存在 m 个 不 同 构 的 不 可 约 QIG] 模 . 另 一 方面 , 对 于 G 的 每 个 循环 子 群 C, > 
1 nG 
to= 5 nlc: Ce. 
= Z Gay" K 
利用 定理 (7.1.2) 的 证 明 可 证 : Vz € C, 


tc(z) = E i (à 


然后 证 明 : {t8,,… s tEn} 线性 独立 . 


87.2 诱导 特征 标的 Brauer 定理 


本 节 假 设 FCC, AF BR GC 及 其 子 群 的 分 裂 域 . 我 们 的 主要 目的 是 证 明 
诱导 特征 标的 Brauer 定理 , 并 运用 该 定理 导出 广义 特征 标的 Brauer 刻画 与 分 
裂 域 的 Brauer 定理 . 


(7.2.1) 定理 (诱导 特征 标的 Brauer EH) G 的 每 个 F 特征 标 5 TA 
为 有 限 和 
C= aF, 


这 里 和 i AG 的 某 初等 子 群 H; 的 线性 特征 标 , ai € Z. 


Brauer 曾 给 出 上 述 定理 的 第 一 个 证 明 . 其 后 , Brauer 与 Tate, Asano 等 相继 
给 出 了 较 简单 的 证 明 . 证 明 Brauer 定理 的 关键 是 考虑 特征 标 环 chr(G) 的 某 些 
理想 (本 节 中 以 ch(G) 记 chz(G)). 我 们 将 采用 Goldschmidt 与 Isaacs 的 证 明 . 
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回忆 G 的 特征 标 环 ch(G) 是 G 上 下 值 类 函数 环 cf (G) 的 子 环 , Ch G 的 
所 有 F 特征 标的 整 线性 组 合 构成 . ch(G) 的 恒 等 元 是 G 的 单位 特征 标 le. 设 
H < G, 则 映射 

indĝ :入 一 AF 
是 从 cf(H) 到 cf(G) 内 的 加 法 群 同 态 , CHE ch(H) 映 到 ch(G) A. 因为 vy e 
ch(H) 5 x € ch(G), RATA 


ox = (yxXa)9， 


所 以 indG (ch(H)) 是 ch(G) 的 理想 . 
设 CG 的 某 子 群集 合 . 记 


chz(G) = {Save 
ier 


则 che (G) 是 ch (G) 的 理想 . che (G) = ch(G) 当 且 仅 当 lc € chs (G). 

Brauer 定理 的 Goldschmidt-Isaacs 证 明 分 二 个 步 又 : 

(a) 对 于 G 的 拟 初等 子 群 族 F, 证 明 lc € che(G). 

(b) 证 明 Brauer 定理 当 G 是 拟 初 等 群 时 成 立 . 

为 了 完成 步 又 (b), 我 们 必须 先 证 明 Blichfeldt 定理 的 Brauer 推广 : 拟 初 等 
WE M 群 . 

步 又 (a) 的 完成 基于 下 面 二 个 引 理 . 

(7.2.2) 引 理 (Banaschewski) it 4 是 非 空 有 限 集 合 X 上 Z 值 函 数 环 
(不 必 合 恒 等 元 ). Alx BX 上 值 等 于 1 的 常 函数 . 如 1x GA, MHA LEX 
与 素数 D 使 得 


Yi € ch( Hi), the Fa ezi<o}. (1) 


plf(z), Yf EA. 
证 vee X, ii ={f(2)|f € A}. Wl, Æ Z HFR (不 必 含 恒 等 元 ). 如 
Is 4 Z, WAFER RM p 1H I C (p). 这 里 (p) = {mplm € Z} Æ Z 的 由 p 生成 
的 主 理想 . 于 是 
glf(z)，Yfe4. 
为 了 证 明 本 引 理 , 我 们 只 需 证 明 : 如 Ve e X, 恒 有 L =Z, M 1x € 4. 
H vr e X, EA I =Z. 则 
lek, Wrex. 
可 选取 fo € 4 使 f(z)=1. WI 


Ilx- fz) =0. 


zEX 
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把 上 式 左 边 的 积 展开 , 可 见 1x 是 函数 {fs} 的 积 的 整 线性 组 合 . 因此 1x < AO 

(7.2.3) 引 理 对 于 g e G 与 素数 p, 总 存在 G 的 p 拟 初等 子 群 HAR 
p11g(9). 

证 可 将 群 (g) 写成 二 个 子 群 2 和 W 的 直 积 : (9) = Z x W IE pt IZ 
5 |Wl=pt,kEN. & N=No(Z). & HN 的 子 群 使 得 了 /2 为 N/2 的 含 
(9)/2 的 Sylow p FEF. 则 五 是 p 拟 初 等 群 . 

18(9) 等 于 G 中 被 9 固定 的 H 左 陪 集 的 个 数 ， 若 gaH = aH, W 

g* € H. 因此 Ze c (g)* CH. 由 于 2Z 是 A 中 唯一 的 阶 数 等 于 |2| 的 子 群 , 我 
们 有 Za = 2 与 oe N. 注意 ge N. 这 证 明了 18(9) = 1%(9). 

其 次 , Z 4N 5 Z< H. 这 推出 Z 通过 左 乘 平凡 地 作用 于 N 的 H 左 陪 集 . 
故 (9) 对 N/ 的 左 乘 作用 也 可 被 看 作 (9)/2 对 N/H 的 左 乘 作用 . 因 (9)/2 是 
了 群 , BON/H 的 每 个 非 平 凡 (g) 轨道 的 元 素 个 数 都 是 p 的 倍数 . 因此 


18(g) = |{aHla € N,gaH = aH}| = [N : H) (mod p). 
由 于 pt[N : H), tae 这 推出 pf 1 和 (9). 口 
(7.2.4) 定理 G WH F 特征 标 6 可 表 为 有 限 和 
c=) asf, 


REE 是 G 的 某 拟 初 等 子 群 H 的 特征 标 . a; E Z. 
证 记 Q 为 G 的 拟 初 等 子 群 的 集合 . 则 定理 的 结论 相当 于 
che(G) = ch(G). 
因 cho(G) 是 ch(G) 的 理想 , 我 们 只 要 证 
lc € cha(@). 


令 RH cha(G) 的 子 环 (不 必 会 恒 等 元 ), 它 由 G 的 拟 初 等 子 群 的 单位 特征 
标的 诱导 特征 标 生成 . 我 们 断言 


lG ER. 


A, 则 由 引 理 (7.2.2) 知 : 存在 g e G 与 素数 p ERFA x CRA x(9) = 
0 (mod p). 这 与 引 理 (7.2.3) 的 结论 相 矛 盾 . 于 是 lc € RC cho(G). ee 
定理 的 结论 . 

下 面 的 结论 将 告诉 我 们 : 任何 p 拟 初等 群 是 M 群 (关于 M 群 的 定义 见 is 
习题 4). 
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(7.2.5) 定理 (Blichfeldt-Brauer) 设 G Æ p 拟 初 等 群 与 XEIrrG. 则 

(a) x(1) 是 H#. 

(b) 存在 G 的 某 子 群 的 线性 特征 标 AR x = AS. 

证 可 写 G=2ZxP, 这 里 2 是 循环 p 群 .P 是 p 群 . 

(a) 令 % 为 xz 的 不 可 约 分 量 . OT H yE G 中 的 惯性 群 . 则 Za T 
E [G: T) Æ p 的 赛 . 由 推论 (5.3.10) 得 知 : 存在 4 e Ire 使 x = CF. 此 时 ， 
An T +G, 注意 T 也 是 p MOSH, WH |G| 上 运用 归纳 法 得 : degt 是 p 的 
FFE deg x = [G : T]deg ¢ 也 是 p HF. 如 了 = G, 则 由 于 2 是 阿 贝尔 群 , 故 
deg y = 1. 由 定理 (6.1.1) Al: xz = (deg X)%. 由 x 的 不 可 约 性 推 知 : xp 不 可 
约 . AE P Æ p BE. 故 (deg x)||P|, BI x(1) 是 p AIFF. 

(b) 由 (a) WFE n > 0 使 x(1) = p". 在 n 上 运用 归纳 法 . 4n=0 时 
结论 显然 . 现 设 n > 0. 对 于 G 的 任何 线性 特征 标 , RIIA x 和 e ch+(G), 且 
CANI) = x(1). 于 是 要 么 x = x), BA x 不 是 XA 的 分 量 . 令 

A= {À € IrrrGldeg À = 1, xd = x}. 

则 A= {A € IrrrGldeg A = 1, (x, xà) = 1} 

= {A € IrrrG]deg 入 = 1, (xX, A) = 1} 

= {A € IrrpGldeg 入 = 1, 和 在 xx 中 重 数 为 1}. 
因为 le € A, 故 A 为 非 空 集合 . BIL A 是 以 16 为 恒 等 元 的 乘法 群 . 记 

xX = DI A+} x. (2) 
AEA 

上 式 右 边 第 二 个 和 式 中 的 x’ 为 xx 的 非 线性 不 可 约 分 量 . 由 (a) 知 : deg xx 与 
deg X 都 是 p HORE. 等 式 (2) 的 两 边 在 恒 等 元 上 取 值得 


|A| = 0 (mod p). 
熟知 阶 数 被 p 整除 的 有 限 群 含有 p 阶 元 素 . 故 存在 XeA 使 Ni Ale 与 


A =le. HRA Ni : G 一 Ct 的 像 为 p 次 单位 根 的 群 , 这 里 C* 是 非 零 复数 的 
乘法 群 , 而 K = Ker), WE K AG 与 [G : K] =p. 把 等 式 (2) 限制 于 K 得 


XKXK = DAK + xk (3) 
AEA 
由 于 等 式 (3) 右边 第 一 个 和 式 中 至 少 含有 二 个 1k, 即 (lc)x 5 (A)r. 故 xkXk 
中 至 少 含有 二 个 1k. 这 推出 


(xx, Xk) = (XKXK,1K) > 2. 
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因此 xx 可 约 . 
SCH xx 的 不 可 约 分 量 . 易 见 K 是 p 拟 初等 群 . 由 (a) 知 : (1) 与 x(1) 
都 是 p 的 等. 于 是 从 不 等 式 5(1) < x(1) A 


x(1) > p ¢(2). (4) 
另外 , 由 定理 (5.2.4) 推出 : x 是 CO 的 不 可 约 分 量 . 故 
x(1) < ¢9(1) = [G : KIC(1) = pC (1).- (5) 
由 (4) 式 与 (5) 式 知 : x(1) = 45(1). 这 推出 : x = C9. 因为 
¢(1) = ia =p", 
由 归纳 假设 知 : 存在 H < K 及 H 的 线性 特征 标 入 使 《= 和 *. 因此 ， 
x= CF = (AK)E = 9. 口 
由 定理 (7.2.4) 与 (7.2.5) 推出 : G ROE FORMERS 可 表 为 有 限 和 
《= Dw, 


这 里 和 是 G 的 某 拟 初 等 子 群 H, 的 线性 特征 标 , a; € Z. 

现在 我 们 要 进一步 证 明 上 面 的 H: 都 可 取 为 G 的 初等 子 群 . 

设 G Ep 拟 初等 群 . 可 写 G = ZP, 这 里 Z 是 G 的 循环 正规 p FH, PE 
G 的 p 子 群 . $ W = Oz(P) 5 H=WP.WHEG 的 p 初 等 子 群 , T P Æ 
H 的 正规 Sylow p 子 群 . 

(7.2.6) 引 理 沿用 上 面 的 记号 . 设 入 是 G 的 线性 特征 标 使 得 百 C Ker 和 
则 入 = 16. 

证 因 G = ZH, 故 只 要 证 : Z c Kerk. & K = 2 门 KerA、 则 只 要 证 : 
K=2Z. 我 们 有 

A(bdbd-?) =1, VbEZ,dEP, 


即 b-ldbd-1 € K. 

于 是 dbd-! e bK. 进而 , d(bK)d-? = bK. 这 说 明 陪 集 bK € Z/K 在 P ity 
作用 下 稳定 . 于 是 P HERF bK. 由 于 |P| p hI, pt lbK|, 故 bK 上 有 
在 已 作 用 下 的 不 动 点 , 即 
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bKMNCz(P)# 2. 
取 a = bk € bK f)Cz(P). 
由 于 bk € Cz(P) C H C Ker. 
故 1 = A(bk) = A(b)A(k) = A(b). 
H be 2 的 任意 性 知 : Z C Ker 和 . 口 
(7.2.7) 定理 RG 是 p 拟 初 等 群 . 则 每 个 X e IrrFG 可 表 为 有 限 和 
x= avg, 


这 里 和 i 是 G 的 某 初等 子 群 H; 的 线性 特征 标 , ai € Z. 

证 设 xeIrrG. 分 两 种 情形 讨论 . 

(a) 设 x(1) > 1. 由 定理 (7.2.5) 知 : 存在 G 的 子 群 H' 及 H' 的 线性 特征 标 
x = 0%. 在 |G| 上 运用 归纳 法 知 AF p 拟 初 等 群 H 满足 定理 的 结论 . 
于 是 由 诱导 表示 的 传递 性 知 : x 关于 p 拟 初 等 群 G 也 满足 定理 的 结论 . 

(b) 现 设 x(1) = 1, 即 x 是 G 的 线性 特征 标 . + H = WP < G 为 引 理 
(7.2.6) 之 前 定义 的 p 初等 子 群 . 记 = xx. 则 由 定理 (5.2.4) 知 : 


(xn?) =1. 


设 X E nO 的 某 线性 分 量 . 由 定理 (5.2.4) 知 xa H Xa 的 分 量 . 通过 次 数 的 比 
较 推出 

XH = XH. 
这 说 明 x” = xx 是 G 的 线性 特征 标 使 得 了 HC Kerx”. 据 引 理 (7.2.6) 推出 : 
x" 是 G 的 单位 特征 标 . BI 

X =x 

故 no 有 唯一 的 线性 分 量 . 写 

no =x+9, 
其 中 9 是 G 的 非 线 性 特征 标的 和 . 由 (a) 知 : 9 为 从 G 的 初等 子 群 的 线性 特征 
标 诱导 而 得 的 特征 标的 整 线性 组 合 . 由 于 是 H 的 线性 特征 标 , 故 

x=7 -0 


满足 定理 结论 . a 
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定理 (7.2.1) 的 证 明 这 可 由 定理 (7.2.4)，(7.2.7) 与 诱导 表示 的 传递 性 
推出 . o 

作为 Brauer 定理 (7.2.1) 的 应 用 , 下 面 要 导出 广义 特征 标的 Brauer 刻画 . 

令 df(G) 为 G 上 FERRARA, brrG = {xi|1 <i <s}. $ H< G. W 
限制 映射 


Res8 : cf(G) — cf(H), 
Xm XH 
与 诱导 映射 Ind§ : cf(H) — cf(G), 
pro y! 


都 是 F 线性 的 , HA 
Wx = (YXA)S,， WW € cf(H) 与 Xeef(G) ( 见 85.2 习题 3). 


(7.2.8) 定理 (广义 特征 标的 Brauer 刻画 ) it y ecf(G). 则 
yp Ech(G) => 对 于 G 的 每 个 初等 子 群 H, 有 pH € ch(H). 


证 记 ch(G)' = {p € df(G)lpn € ch(H),V 初等 子 群 H < G}. 则 ch(Gy’ 
是 cf(G) 的 子 环 , H ch(G) C ch(G)'. Kp Æ G 的 某 初等 子 群 H 的 特征 标 . 令 
x €ch(G)’. W xy € ch(H). 于 是 


Yx = (%Xa)s € (ch(H))® C ch(G), 


这 里 (ch(H))© = {pfp € ch(H)}. 由 定理 (7.2.1) 推出 ch(G) 是 ch(G)' 的 理想 . 
故 由 lc e ch(G) 推出 
ch(G)' = ch(G). 口 

接着 要 叙述 分 裂 域 的 Brauer 定理 . 

设 m BH G 的 指数 . 令 A(™ 为 有 理 数 域 Q 上 m 次 单位 根 的 分 圆 域 . 大 
致 在 1900 年 左右 , Maschke 曾 猜想 : AC™ 是 G 的 分 裂 域 . 直到 1945 年 , Brauer 
才 用 模 表示 的 理论 第 一 次 证 实 了 这 一 猜想 . 这 就 是 分 裂 域 的 Brauer 定理 . 其 后 ， 
Brauer 建立 了 诱导 特征 标定 理 (7.2.1), 并 发 现 分 裂 域 的 定理 不 过 是 该 定理 的 一 
个 简单 推论 . 我 们 将 采用 后 一 途径 来 证 明 分 裂 域 的 Brauer 定理 . 

让 我 们 简单 回忆 一 下 群 G 的 分 裂 域 的 概念 . 称 (p,V) e Re(G)+ 是 绝对 不 
可 约 的 , 如 对 于 任何 扩 域 K 2 F, G 的 表示 pK 都 是 不 可 约 的 . 如 G TEM F E 
的 每 一 个 不 可 约 表示 都 是 绝对 不 可 约 的 , 则 称 F 为 G PSUR. 我 们 已 经 证 明 : 
F È G 的 分 裂 域 当 且 仅 当 F[G] 是 形 如 MF) 的 矩阵 代数 的 直 和 . 
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(7.2.9) 定理 设 m ZAC 的 指数 , 则 m 次 单位 根 的 分 园 域 Atn) 是 G 的 
BR. 
证 令 xeIrcG. 由 命题 (4.5.1), 我 们 只 要 证 


x EIrAmG. 


由 定理 (7.2.1) HER: x 为 形 如 AC 的 特征 标的 整 线性 组 合 , 这 里 和 ER 
H < G 的 线性 特征 标 . Yh € H, 有 hm = 1, 故 Ah)” = 1. 这 说 明 A(h) € AM. 
因此 AS 是 G 的 A™ 特征 标 . 于 是 可 写 


x= bes, 
7 
这 里 pj, Vj, 是 G 的 两 两 不 等 价 的 不 可 约 A(™) 特征 标 , 且 kj eZ. RATA 
1= (xx) = J klep) 
了 


由 于 (pj, pi) 都 是 正 整数 , 及 x 是 G 的 特征 标 . 故 存在 某 忆 使 


p -fb 如 j= 
” lo, mjžt, 
这 说 明 x e Irra G. 因此 A(m) 是 G 的 分 裂 域 a 


§7.3 Brauer 定理 的 一 个 逆 定 理 
仍 用 ch(G) 记 chr(G), 这 里 FCC. 我 们 已 经 证 明了 
chg(G) = ch(G), 
这 里 F = {Hijier 是 G 的 初等 子 群 的 集合 . 该 等 式 意味 着 
ch(G) = DJ(ch(H))®. (1) 
现在 要 证 明 Green 的 一 个 定理 ， TNA: 车 G 的 子 群 族 9 满足 ch(G) = 
DY (ch(T))9, 则 G 的 每 个 初等 子 群 被 包含 在 某 Te 9 SETS. 于 是 在 


这 个 意义 上 , 初等 子 群 族 是 满足 条 件 (1) 式 的 最 小 子 群 族 


(7.3.1) 引 理 设 R= Zie], 这 里 < 是 |G| 次 单位 原 根 . Rp 是 素数 . FR 
G 的 p 初等 子 群 (z)P, RE r 是 G 的 py/ 元 素 , 是 Calz) 的 Sylow p 子 群 . 
i H <G 满足 (z)P KG H, Hie y € ch(H) 在 R 中 取 值 . 则 %G(z) € pR. 
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证 令 多 为 G 的 含 z MSM. 由 85.1 的 (5) 式 推 知 
seo Ol D v. 
yee NH 
令 {91,… Ht HCH 中 所 含 的 相 异 H RARHRE (允许 为 空 集 ). 令 
hi € 9i,1<i<t. Wh; 的 H 共 办 元 个 数 等 于 


|9i\ = [H : HNCa(h)). 
oqa) = Cel gg) -F a 
于 是 wa) =F DD) = > adn), 
i=l i=l 


` _ _lCa(hi)] i g À 
这 里 a = TaN Cathal’ ,1 < i < t (注意 我 们 用 到 这 样 的 事实 : 每 个 h 都 G 共 


HF z). 于 是 每 个 a, 都 是 整数 . 现 只 要 证 明 plai, Vi. 

WHER i 使 ptai. Q z= h}, 这 里 z EG. H pł a; Hl |Ca(hi)| 与 
IHNCe(h)| 有 相同 的 p 部分. BH) Celh) 的 Sylow p FH P; 也 是 Co(hi) 
的 Sylow p FRE. 我 们 有 (hi) P; C H. UH hy = a 推出 (hi)* = (z). 进而 , PF 是 
Ca(hž) 的 Sylow p F BE, 也 即 Cc(z) 的 Sylow p 子 群 . 但 已 是 Cec(z) 的 Sylow 
p FH. 故 PF =cotz) P. 因而 (x) P? =c (z)P. 但 

(hi) Pi)® = (2) PF, 
故 (2)P <q H, 这 与 假设 矛盾 . 于 是 每 个 ai 必须 是 p 的 倍数 , BD VS(z) € pR. O 

(7.3.2) 定理 (Green) + 9 为 G 的 使 chzy(G) = ch(G) 的 子 群 族 , WC 
的 每 个 初等 子 群 属于 I PRFRARRT AH. 

证 G (z)P 为 G 的 p 初 等 子 群 ,这 里 z 为 p/ 元素 ,P 为 p 群 . 如 (z)P 不 
是 任何 属于 I OF RSF. 则 由 引 理 (7.3.1) 推出 

op(z) EpR，Yp echzy(G). 
特别 , 1c(z) € pR. 但 这 是 不 可 能 的 . 故 定理 得 证 . 口 
关于 Brauer 定理 的 逆 的 进一步 结果 , 请 参阅 Lorenz 著 的 Die Umkehrung des 
Satzes von Brauer-Berman-Witt tiber induzierte Charaktere endlichen Gruppen, 
Math. Z.142(1975),167-171 . 
习 题 


1. 证 明 : 群 G 是 p 拟 初等 群 16 不 能 被 写作 形状 了 an15, 这 里 H BUR G 的 真 
PRS MOR, ay € Z. j 
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提示 “= Hic =) anig, XE H RAG HAF RRMA —TRER. 令 


C 为 G MORSKE p 补 ( 即 C 是 G 的 纤 环 正规 子 群 , 且 p+|C|, [G : C) 是 p WR). KG 
的 满足 条 件 pt (aao[G : Ho]) 的 极 小 子 群 Ho. 令 为 C/(C 门 Ho) 的 忠实 线性 特征 标 . 考 
虚数 (an(1G)c,A), YH. 

2. F CC, Y E ch$(G). Rac G 的 阶 数 等 于 m, En 是 C 中 m 次 单位 原 根 .证明 : 
等 式 

pla) = ¥(a"), Wr € Gal F(Em)/F 

成 立 . 

3. $ p 为 素数 , FCC. MR 

(a) H = (9) x K, 这 里 K Æ p 群 ,元 素 g 的 阶 数 m 与 p ER. 

(b) Vk € K, 存在 TE Gal F(m)/F {E k7*gk = 97, 这 里 Em 是 m 次 单位 原 根 . 
则 称 万 为 F 初等 群 。 现 设 H 是 满足 以 上 条 件 的 FIS. ER: 存在 H 上 函数 
n= > mixi 这 里 xi € chR(H), a € 1 Q(Em) (回忆 工 是 C 中 所 有 代数 整数 组 成 的 集 


A), 它 满足 
0， 如 否 . 
提示 定义 (g) 上 函数 》 使 得 


o_o 
no = {™ eens = 多 


ao) = ie 如 存在 ce Gal F(Em)/F $ 9” =g', 


moi 
则 可 写 入 = 》 ews, 这 里 ci € C,ws 是 (g) 的 不 可 约 复 特征 标 使 ui(95) = Em. 利用 


{wi} 的 正 交 关 系 证 明 cs 是 F 中 的 代数 整数 , 然后 证 明 : 如 wsi 与 ww 在 F EMD piy, 
Qc = cj. 于 是 可 写 
入 = > dim, 


i=l 
这 里 pu 是 (9) 的 复 特征 标 使 F(u) = F. 最 后 要 证 明 : 每 个 pi 是 H 的 某 F 特征 标 在 (9》 
上 的 限制. 为 此 , 在 FI(9)] 上 定义 H 的 作用 使 得 


(Zk) -y = zkyk™, Vz,y € (9),k € K. 
并 把 F[(g)] 分 解 成 不 可 约 FF[H] 模 的 直 和 : 
F{(g)] = Mi © ---@ Ms. 


于 是 , MRP RAE Vj, ws 恰 是 M; 的 特征 标 在 (g) 上 的 限制 . 
4. 设 m= |G], & WC Hn KAR, FCC. 令 abe G. 车 存在 TE Gal F(En)/F 
与 ze G 使 得 


aba =a", 
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则 称 a 与 5 为 F RMT, 记 作 apb. TE: G 中 F SARA NKSF |IrrpG|. 
提示 Sa, ,at 为 G 的 F SWBRRAK, w = lire]. 为 了 证 明 t < w, 构造 
(ai) 上 函数 Cs 使 得 


mi, WEE o € Gal F (Em,)/F W af = ai, 
0, W5. 


这 里 mi 等 于 ai 的 阶 数 . 证 明 : CF, CP 是 F 线性 无 关 的 . 
BR FCC, nC 的 指数 , & c C 是 n 次 单位 原 根 , $ R = INF (En), 令 
ch(F,G, R) 为 由 G 的 下 特征 标的 所 有 R 线性 组 合 组 成 的 环 置 (F, G, R) =) (hF, H, 


R), 这 里 H BON G 的 所 有 P ISTR. 令 q WEM, a €G 为 o FER. 证 明 存在 满足 
下 列 条 件 的 函数 p = pa € v(F,G,R) : 

(@) vlg) =0, tg Bq ERE g% a. 

(b) y(a) = 1(mod q). 

提示 “ 令 m 为 a 的 阶 数 . BL atk G 中 的 F 正规 化 于 为 


Gai) = { 


N := {z € G| EX o € Gal F(Em)/F ff z~'az = a°}. 


取 N 的 Sylow q FH B. W H = (a)B 是 G XF q W F MSFH. RI 3 那样 构造 
(a)B 上 函数 7. 则 n € ch(F, H, R). 故 12 € v(F,G, R). 证 明 n° 在 非 F RIEF a Wq 
元 素 上 取 零 值 . 由 此 证 明 q} nf (a). Wz € Z iE 2[N : B] = 1(mod q). W p = z? 为 所 要 
求 的 函数 . 

6. 沿用 习题 5 的 记号 . 设 素数 p 整除 G 的 指数 . 则 存在 函数 5 € U(F,G, R) 使 得 


《(9) =1(mod p), Vg EG. 


提示 “利用 习题 5 的 结果 . 
7. FCC, 则 G 的 每 个 F 特征 标 有 形状 


> at, 
这 里 a € 2Z, wi 是 G 的 下 初等 子 群 的 下 特征 标 . 
注 以 上 结果 称 为 Witt-Berman 定理 , 它 是 Brauer 诱导 特征 标定 理 的 一 种 推广 
提示 “只 要 证 明 ic € v(F,G,R)， 为 此 只 要 证 明 对 于 |G| 的 每 个 素 因子 p, tle E€ 
v(F,G, R), 这 里 |G| = p'tp, pttp. 令 《 为 习题 6 中 的 函数 , 则 


(CCo)? =1 (mod p"), VgeG, r=1,2,---. 
对 于 充分 大 整数 r, 有 
(6(g))”" = 1(mod p°R), Yg €G. 
H Y =t(le—C"). 因 tp” € v(F,G, R), MABE Y € v(F,G, R). 


8. 设 G = (a) x 已 是 F 初等 群 , 这 里 (a) HEK p 群 , P 为 p 群 . 证 明 : 
(a) G 的 每 个 子 群 是 F 初等 群 . 
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(b) VE € IrrG, E(1) 是 p WH, 且 存 在 G 的 子 群 的 某 线性 特征 标 和 使 得 E = AS. 

(c) 4l H <G, H [G : H) 2p, M a € H. 

(d) MH < G A p € IrrH 使 得 jo € IrrG, J [G : H] Æ p WH, H a € H. 

HFR MF (b), 利用 86.1, 习题 5 与 §5.3, 习题 3 的 结果 . 对 于 (d), 有 uF (1) = [G : 
Hju(1). 


)\ Schur 指标 


本 章 主要 考虑 这 样 一 个 问题 : 如 x € IrrcG, W C 中 怎么 样 的 子 域 F AW 
E xE IrrrG? 如 FCC 不 是 这 样 的 子 域 , 我 们 希望 规定 一 个 尺度 来 衡量 x 偏 
离 F 特征 标的 程度 . 


(8.1) 定义 H FOCE, RP ERG MEMPRRM HR x e ITrBG. 设 
pe IrpG 有 特征 标 X. 再 取 刀 ErG 使 p< nF. 则 p 作为 nF 的 分 量 的 重 数 
称 为 x 在 下 上 的 Schur 指标 . 记 作 mr(x). 


注意 : 对 于 如 上 所 给 定 的 特征 标 x, 表示 p 与 7 总 是 存在 的 , 且 它们 在 等 价 
的 意义 下 唯一 ( 见 推论 (3.2.6) (c) 与 (3.2.9)). 故 mr(x) 是 有 定义 的 . 事实 上 ， 
mp(x) 并 不 依赖 于 E. 如 工 2 F(x) 是 'G 的 另 一 个 分 裂 域 , 则 由 引 理 (4.5.3) A: 
x € IrrG. 易 证 在 域 或 工 中 计算 而 得 的 数 mp(x) 是 一 样 的 . 

据 定理 (4.5.11) (b), 在 特征 数 非 零 的 域 上 的 Schur 指标 总 等 于 1. 故我 们 只 
须 考虑 当 char.F = 0 时 的 情形 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 假设 所 涉及 的 域 都 是 C 的 
FR. 

关于 Schur 指标 的 许多 重要 结果 依赖 于 较 深奥 的 可 除 代数 与 数论 的 知识 . 
但 也 有 很 多 结果 只 需 运用 初等 手段 就 能 得 到 . 我 们 先 来 证 明 一 些 简单 事实 . 


(8.2) 命题 设 XeIrrcG 5 FCC. 我 们 有 : 
(a) mr(x) = mro) (xX). 
(b) RS Ay AF EF HERR, 则 mp(X) >A € IrrFG. 


Ace 
(c) 如 Ce ch#(G), 则 mr(x)|(G,x)- 
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(d) me(x) 是 使 mx € chf (C) 的 最 小 正 整 数 m. 

(e) mp(X) BAK mx € IrFooG 的 唯一 正 整数 m. 

(€) 如 FEECC, 则 me(X)Imer(X). 

(8B) 如 FCECCSSIE:F=n<o, 则 me(X)Inme(X). 

(h) me(x)|x(1)- 

证 (a) 可 从 定理 (4.5.11)(a), (e) 推出 . (b) 是 定理 (4.5.11) (a), (c) 的 推论 . 
令 为 特征 标 等 于 = me(x) Dd 的 下 表示, 则 是 在 等 价 意义 下 唯一 的 ， 


ACS 
其 特征 标 少 满足 (yx £0 的 不 可 约 严 表 示 . 由 等 式 me(x) = (hx) 推出 (0). 

现在 要 证 明 (d) 5 (e). 由 (a), 不 妨 设 F = F(x). = {x}. 上 面 提 到 的 
n EJrpG 有 特征 标 mr(x)x- 故 推出 (d) 5 (e). 

AR FCECC. 任何 FF 特征 标 必 也 为 E 特征 标 , 故 (f) 可 从 (b) 与 (c) 
推出 . 设 [E : F] =n < 00, 则 整数 

no = (E(x) : F(X)] = [E : ENF) 
整除 n. 由 于 ma(X)X E chy (G), #31% (4.5.8) (c) 知 : nome (x)x € chh (G). 
故 由 (c) 与 (a) 推出 (g). 

最 后 , 令 xreg 为 G 的 正则 F 特征 标 , 则 (Xreg x) = x(1). 因此 (h) 可 从 (c) 
推出 . 口 

Schur 指标 mr(x) 也 能 用 群 代数 的 语言 来 刻画 . 

BFC 我 们 有 关于 群 代数 的 单 分 支 直 和 分 解 : 

C[G] = Mn, (C) ®--- ® Mn, (C), 
F|G] = Mm(Ds) © -+ © Mm, (D), 
这 里 Di 是 F 可 除 代数 . 记 Ai = Mm, (Di). 

By e IrcG，p 是 G 的 相应 复 表示 . p 可 被 认为 是 G 的 正则 复 表 示 在 
CIG] 的 某 单 分 支 Ma (C) 的 一 个 极 小 左 理想 V 上 的 限制 . 显然 , 存在 唯一 的 
i1 <i<r, ËV c (4i)C. 此 时 ,我 人 有 

AV #0, 
AV =0, Vj #i. 
可 见 A; 由 x 所 唯一 确定 . 我 们 称 A 为 FIG] 的 属于 x 的 单 分 支 . 


(8.3) 引 理 it Xe IrcG, FCC. it A= Ai 是 FIG) HAF x 的 单 分 支 . 
RAR F 同 构 : F(x) 一 Z(A). 
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证 Bp EG 的 对 应 于 x 的 复 表示 . 把 p 看 作 G 的 正则 复 表示 在 AC 的 
极 小 左 理想 V 上 的 限制 , 也 能 把 p 看 作 是 CG 的 表示 , HE FIG] 当 作 CI[G] 
的 F FARK. 由 p 的 不 可 约 性 与 推论 (1.4.3) 推出 


p(Z(C[G])) = Civ. 
RG, ,G 是 G HHBRAK. K; = J 9 是 类 和 . W FZE Z(F[G]) 与 C 


JEF; 


空间 Z(C[G]) 都 以 Ki,… , Ks 为 基 . BR: Vg E C, co = Y a'ga 是 Ki 的 非 


Pht. 故 严 空间 Z(FIG]) 与 C 空间 Z(CIG)) 都 以 {colg € R} 为 基 , 这 里 RW 
G 的 共 瑟 类 代表 元 的 集合 . 由 于 Vo € G, 存在 Ye C 使 (cy) = 7Y1v, 我 们 有 


tr.p(cg) = nY, (1) 
RH n = x(1). 但 
tr.p(co) = Ý. tr.p(a~* ga) = |G|x(9). (2) 
acEG 
由 (1) R5 (2) 式 推出 
= 地 
y= 部 X(9). 


于 是 ict 
pleg) = = x(9)1v- 
把 C 代数 同 态 p : C[G] 一 EndcV 限制 为 代数 同 态 p: FIG] 一 EndrV. 则 由 
(2) 式 推出 
P(Z(F[G))) = F(x)1v. 
但 由 于 Vi 关 i, 有 p(4;) = 0. 故 
p(Z(A)) = F(X)1v. 
因 Z(A) 是 域 , 我 们 得 到 所 要 求 的 从 域 Z(4) 到 域 F(x) 上 的 F 同 构 和 使 
pla) = A(a)1ly, Ya € Z(A). 口 
设 忆 SEC 与 Xecht(G). 若 xecht(G), WH x 能 在 F ERR. 
设 (p, V) € Rc(G)+ 有 特征 标 x. 则 根据 定义 ， 
x 能 在 下 上 实现 <> 存在 oe RF(G)+ E Enp 
<> 存在 V 的 基 B IEE palo), g €G, 的 系数 属于 F. 
特别 , 若 x 能 在 F 上 实现 , MEA 下 = F(x). 下 面 我 们 将 给 出 Schur 指标 的 群 
代数 刻画 . 
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(8.4) 定理 H xE lrcG 5 F = F(x). RA=M,(D) 是 F(C] HAT x 
的 单 分 支 . 则 

(a) 存在 正 整 数 diè dimpD =a, E dy HH F LER. 

(b) 如 d 为 正 整 数 使 d'x 能 在 ERA, 则 did’. 


故 mr(x) = d. 


证 (a) HF F = F(x), 据 引 理 (8.3) 知 4 是 FF 上 中 心 单 代数. 于 是 可 除 
代数 D 也 是 F EPL. 由 定理 (1.10.5) 知 : 存在 正 整数 4 使 dimFD = d?. 
这 推出 dimr4 = d. 因为 4 的 任何 两 个 极 小 左 理想 作为 4 模 是 同 构 的 , 故 
它们 作为 F 空间 也 同 构 . 

把 4 表 为 极 小 左 理想 的 直 和 


A=I1@:…@h. 

则 YIe {hll<i<n},@ 

dimpI = nd?, 

dimcI® = nd?. 
因为 4 是 中 心 单 代数 , 所 以 据 推 论 (1.10.6), AC 也 是 单 代 数 . 于 是 A 是 C[G] 
的 单 分 支 . 由 于 

dimc4c = dimp A = n2d2， 
这 推出 AC = Mna(C). 
令 Y 为 45 的 极 小 左 理想 , 则 
dimeV = nd. 


我 们 已 看 到 : 在 Ac 中 存在 一 个 极 小 左 理想 V 使 G 的 正则 表示 在 V 上 的 限制 
表示 的 特征 标 是 x. S Io 是 AC 的 左 理想 , 它 满足 dimcTc = nd. 故 通过 维 数 
的 比较 知 : C[G] HIS 是 4 个 同 构 于 V 的 左 理想 的 直 和 . 令 7 为 G 的 正则 F 
表示 在 了 上 的 限制 表示 , 则 


Te + p@--- Op ( 见 82.4,(1) 式 ). 
d 个 项 
这 说 明 dx 能 在 F 上 实现 . 


(b) 设 d 是 使 dx 能 在 上 实现 的 正 整数 . 则 存在 FG 模 卫 使 IT 作为 
CIG) 模 同 构 于 d’ 个 V 的 直 和 VO). 因为 Ye) 被 FG 的 异 于 4 的 单 分 支 所 
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EAL, 故 卫 也 被 FIG] 的 这 些 单 分 支 所 零 化 . 于 是 存在 A 的 极 小 左 理想 7 与 正 
整数 使 了 与 To 为 同 构 的 FIG] 模 . 我 们 有 C 线性 同 构 : 


VE SITE (1) & (YO) & YD), 


这 推出 d = dh. 

由 (a) 与 (b) 推出 mep(x) =d. 口 

在 定理 (8.4) 中 可 看 到 : x e IrrcG 在 C 的 子 域 F = F(x) 上 的 Schur 指标 
mp(X) 等 于 1 当 且 仅 当 存在 正 整数 m 使 x 所 属 的 FG) 的 单 分 支 4 同 构 于 
Mm(F). 换 句 话说 , x 能 在 F = F(x) 上 实现 当 且 仅 当 4 & M,,(F). 

WR EWE CD ED F = F(x). 考虑 群 代数 EG]. 由 命题 (8.3) 知 : FIG] 
的 属于 x 的 单 分 支 4 是 忆 上 的 中 心 单 代数 . 故 42 是 BIG] 是 属于 x 的 单 分 支 . 
由 定理 (1.5.4) 与 (1.7.5) 知 : 存在 F 可 除 代数 D 与 正 整 数 m 使 4 兰 Mm(D). 
我 们 有 如 下 等 价 条 件 : 


x 能 在 已 上 实现 <> 存在 正 整数 n 使 42 S M(E) 

<> E È AEF EMDR 
> E È D 的 分 裂 域 

这 最 后 一 个 等 价 关系 是 根据 定理 (1.10.5). 特别 , 据 定理 (1.10.5), 对 于 F LAR 

维 中 心 可 除 代数 D 与 有 限 次 扩 域 E, 我 们 有 

E DEF ERR <> 存在 正 整数 7 与 Mr(D) BF FAR E 1E 
Cm,(p)(E') = E',E S F'. 
此 时 , [E : F) = rd, 这 里 dimp D = &. 
由 该 结果 与 定理 (8.4) 可 立即 导出 : 


(8.5) 定理 沿用 定理 (8.4) 的 记号 . 设 域 EMR CDEDFH[E: Fl < 
oo. 则 


X 能 在 已 上 实现 o> 存在 正 整 数 r 与 Mr(D) HF FRM EY, BR: 
Cu,(p)(E’) = E', ESE. 


在 上 述 等 价 条 件 成 立时 , 我们 有 [E : F] = rmp(x). o 


RFCECC, [E:F]=n< œ. x € IrrcG WH F = F(x). 由 
命题 (8.2)(g) 知 : mr(x)|\nme(x). 特别, 如 x € IrrgG, W mg(x) = 1. 于 是 
mer(x)|[E : F]. 我 们 的 目标 是 找 一 个 满足 条 件 x € IrrgG 的 极 小 扩 域 ED F. 
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(8.6) 定理 设 xXelrcG 5 FCC F= F(X). 令 m=mg(X). HA 
Æ ED F #4 x €lrreG, L [E:F] =m. 


证 由 命题 (8.2)(b) 知 : 存在 不 可 约 FIG] MV, 它 的 特征 标 为 my. + 
D = Endrya) V 为 V 的 FIG] 模 自 同 态 环 . 则 据 引 理 (1.4.2) 知 : D 是 可 除 环 . 令 
ED 的 极 大 子 域 . 则 E 作用 于 V, mV 可 当 作 EE 空间 . AES G 的 作 
用 相交 换 , 故 可 把 V 当 作 BfG] 模 . 现 Enda V 是 E E D 内 的 中 心 化 子 . E 
的 极 大 性 导致 E = Endgig)V. 故 由 定理 (3.2.3)(a),(c) 知 : BIG] 模 V 对 应 于 绝 
对 不 可 约 ERR p. & r 为 对 应 于 FIG] V 的 F 表示 . 据 引 理 (4.5.8) 知 : 
p < TB. 由 于 7 有 特征 标 mx 及 p 是 绝对 不 可 约 的 , p 的 特征 标 为 x. 最 后 , 由 
引 理 (4.5.8)(a) 知 : m = [E : F}. 口 


注意 : 在 上 述 场合 里 , 我 们 能 找到 从 域 E BMC 内 的 F 同 态 ， 故 如 我 
们 添加 条 件 E EC， 上 面 的 结论 仍然 成 立 ， 但 如 斑 E 工 EC, 工 是 G 的 
HAUR, 及 x € IrrcG 满足 F = F(x)， 则 并 不 总 是 存在 满足 下 列 条 件 的 域 
E:FCECL, [E:F)=mep(x). 

在 本 节 的 余下 部 分 , 我 们 总 假设 FCC. 设 H< G,x € Irrr(G),¢ € 
Inrp(H). 我 们 要 建立 mr(x) 和 mr(9) 之 间 的 联系 . 

由 命题 (8.2)(c) 和 定理 (5.2.4) 可 推出 : 

(8.7) 引 理 it H < G,x € Irrr(G),¢ € chr(H). 则 mp(X) 整除 ($6,x)， 
或 等 价 地 , mp(X) 整除 ($, xu). 

(8.8) 引 理 i H < G,x € Intc(G),¢ € Irrc(H). 则 mp(X) 整除 me(4) - 
[F(x 4) : F(x)] - (#9, x)- 

证 先 设 F = F(x). 由 引 理 (4.5.8) 知 : 存在 y E Irrr(H) 使 得 (y, 4) > 0. 
则 由 命题 (8.2)(b) 知 : Y = mr (4) > ,co XE T = Fe(g) = Gal (F(9)/F). 于 
是 ， oer 

wo =mp( 人 > (cg)S = me(4) > o(¢°). 
oer oer 


这 推出 : (US, x) = mr (4) (co(5),x). BW (6°, x) € Z A F(x) = F, 所 以 
oer 
(o(6%).x) = BY o)l» = FY oOo) 
ý] gEG IGI gEG 


=o |E E lox] = oes, 0) = (65,20). 
lcl gEG 
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因此 ， 
(6°, x) = mr (G) > (0(°),x) 


oer 


= mp ($) - (Pr (4)| - (6°, x) = me (G) - [F@) : Fl ($°,X). 


由 引 理 (8.7) 知 : mr(x) 整除 me(9)- [F(¢) : F)-(¢°, x). 于 是 , 结论 可 由 等 
式 F(¢) = RE(4,xX) 推出 . 

现 考虑 一 般 情形 . 记 已 = F(x). W E(x) =E. 由 上 面 的 讨论 知 : mgp(x) 整 
除 mg(9) . (E@) : E]- (6%, x). 进而, 由 关系 F C F(x) = E 和 命题 (8.2) (f) 
知 : mg( 四 Ime(9)， 由 命题 (8.2) (a) 知 : mz(x) = mr(x). 这 推出 : mP(X) 整除 
merl): [F(x $) : F(X)] (5,X). 口 

考虑 o 是 H 的 线性 特征 标的 情形 ， 此 时 由 命题 (8.2) (h) 得 : mr($) = 1. 
因此 由 引 理 (8.8) 得 : 


(8.9) 推论 it H <G, Xx EIrre(G), AX H MAA AEA. 则 mp(X) 整 
除 (AS, x) [F(X,X) : FO 
在 推论 (8.9) 里 取 入 = 1y, WA 


(8.10) 推论 it H < G,x € Irre(G)， 则 mp(X) 整除 (XH,18)， 进 而 ， 
mp(X) 整除 数 集 {(x#,18)|H < G} 的 最 大 公 因 子 . 


由 命题 (8.2)(h) 知 : mr(x) < x(1), Yx € Irrr(G). 下 面 要 考虑 等 号 成 立 的 
情形 . 


(8.11) 定义 设 p 是 群 G AMR char. k} |G| 的 域 k 上 的 表示 ， 如 果 
VL Ag €G, 线性 变换 p(g) 的 所 有 特征 值 都 不 等 于 1, 则 称 p 为 无 固定 点 的 表 
R. 称 具有 无 国定 点 的 表示 的 群 为 无 固定 点 的 群 . 


(8.12) 定理 (Schur) i x €lrrp(G) 忠实 ( 即 X 是 G 的 菜 忠 实 表 示 的 特 
征 标 ), 且 mp(X) = x(1). 则 G 是 无 固定 点 的 群 . 


证 如 果 {1} # H < G, Wh x 是 忠实 特征 标的 假设 知 : (xm, la) < 
x(1)， 另 一 方面 , 由 假设 条 件 和 推论 (8.10) 知 : x(1) 整除 (x#,15)， 这 推出 等 
R (xa, 1a) = 0 对 于 任何 非 单 位 子 群 五 都 成 立 . 

H p 是 G 的 以 x 为 特征 标的 表示 . WF1Ag € G, i A = (9). W 
(cars Liz) 是 p(g) 的 特征 值 1 的 重 数 . 由 于 (xa, Lx) = 0, 这 推出 1 不 是 plg) 的 
特征 值 . 因此 G 是 无 固定 点 的 群 . 口 


(8.13) 推论 设 XeIrr(G) SK, 且 X(1) =p 是 素数 . 如 果 G FARAH 
定点 的 群 , 则 mp(Xx) = 1. 
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证 由 推论 (8.10) 知 : mr(x) € {1,p}. 但 由 定理 (8.12) 知 : mr(x) # p- 这 
推出 我 们 的 结论 . 口 


由 诱导 特征 标的 Brauer 定理 (7.2.1) 及 其 推广 ( 见 87.3, 习题 7) 可 见 : 关于 
群 G 的 计算 Schur 指标 mr(x) 的 问题 可 归结 为 关于 G 的 F 初等 子 群 的 相应 
问题 .S.D.Berman 在 这 个 方向 上 做 了 很 好 的 工作 . 
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1. WH <G, g € lrrcH 5x € IrrcG. RFCC. 

(a) & xu = p. 证 明 mr(x)|mr(y) 5 mr(y) < [G : H]mr(x). 

(b) 设 8 = x. 证 明 mr(p)mr(x) 5 mr(x) < [G : Hime (p). 

2. È N AG pe lrrcN. F CC, H = Talp). Ry Æ o” 的 不 可 约 分 量 , X = VC. 
证 明 : mr(x)|[No(H) : Hjme (b). ` 

提示 “考虑 集合 {9 e Gly? 与 p 在 F(x) LAMB ESCH. 

3. Wx € IrrcG,F CC. Ẹ H =G x --- x G 是 一 些 G 的 直 积 . 令 少 =X#:……#X E 
IrrcH. 证 明 : mr(Y)|mr(x)- 

注 EXE, iM HÆ mel) 个 GHAR, W mF(y) = 1. 反之 ,如 mr(W)=1,[F: 
Q] < œ, H. H nt G 的 直 积 , 则 ms(x)|n. 

4. & x e IrrcG,， FCC. 如 不 存在 使 得 X = 0° 与 F(w) = FO) 的 于 群 且 CG 与 
特征 标 Y E IrrcH, 则 称 x 为 F 半 本 原 的 . RR x 是 FF 半 本 原 的 , NAG. EA: xx 的 
不 可 约 分 量 在 F(x) LMP PSE. 

5. 给 定数 域 FCC. 设 z,ye G 满足 : g(z) = O(y), VO e Irre(G). HER: z My AF 
StHE.(L 87.3 习题 4.) 


SAE pp 模 系统 (K, R, k) 与 
Grothendieck 环 


由 定理 (3.1.1) 知 : 当 域 F 满足 条 件 char.F t |G| 时 , 有 限 群 G 的 任何 F R 
示 都 完全 可 约 . 此 时 , 由 84.2 知 : G 的 二 个 表示 等 价 当 且 仅 当 它们 的 特征 标 相 
等 . FE, 群 G 的 表示 理论 可 归结 为 研究 G 的 不 可 约 表 示 乃 至 不 可 约 特征 标 . 
但 是 , 当 char.F | |G| 时 , 由 于 FF 表示 的 完全 可 约 性 不 满足 , 情况 会 变 得 很 复杂 
此 时 群 G 的 F 表示 理论 属于 由 R. Brauer 所 创立 的 有 限 群 模 宸 示 理 论 范畴 . 


我 们 将 用 四 章 篇 幅 介 绍 有 限 群 模 表示 的 Brauer 理论 , 该 理论 将 有 限 群 G 
在 特征 零 域 上 的 表示 理论 与 特征 p (这 里 p | |G) 域 上 的 表示 理论 联系 起 来 ; 也 
将 G 在 特征 零 域 上 的 特征 标 理论 与 G 的 p 局 部 结构 联系 起 来 . 为 此 , 先 定义 p 
模 系统 (K, R, k) ( 见 (9.1.2)), 研究 G 在 环 K, R, k 上 的 表示 理论 及 其 相互 关系 . 
其 中 最 重要 的 是 K 既 为 代数 数 域 ( 即 有 理 数 域 的 有 限 次 扩 域 ) 也 为 G 的 分 裂 域 
的 情形 , 我 们 将 K[G] 模 及 其 特征 标 同 RIG] 格 (注意 : 在 第 十 二 章 关 于 RG 格 
的 定义 条 件 比 前 三 章 的 有 所 减弱 , 因此 不 尽 相同 ) 和 k[G] 模 的 结构 , 乃至 群 G 
的 p 局 部 结构 联系 起 来 . 


RIG] 格 和 k[G] 模 的 研究 将 把 我 们 引入 新 的 境地 . 我 们 用 Brauer 和 Green 
的 方法 研究 RIG] 格 , 这 条 途径 将 通 往 有 限 群 的 整 表示 理论 . 另 一 方面 , 由 于 k[G] 
模 一 般 不 半 单 , 半 单 代数 上 的 表示 理论 不 能 被 直接 用 来 研究 k[G] 模 . 作为 蔡 代 
物 , 我 们 将 使 用 带 有 根基 的 Artin 环 的 理论 , 并 用 Grothendieck 环 和 Brauer 特 
征 标 的 语言 来 表述 我 们 的 结果 . 
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§9.1 p 模 系统 (K, R, k) Grothendieck # 


(9.1.1) 定义 设 G 是 指数 为 m 的 有 限 群 ( 见 (4.1.1) 性 质 6). HRR K E 
m 次 单位 原 根 , 则 称 域 K 关于 群 G 充分 大 . 


在 下 文中 , 当 我 们 简称 “ 域 K 充分 大 ”时 , 总 设 定 群 G 已 知 . 
由 定理 (7.2.9) 知 : 如 域 K 关于 群 G 充分 大 , 则 K 是 G 的 分 裂 域 


(9.1.2) 定义 设 p 是 整除 |G| HERK. HAM (K, Rk) 为 p MRE. 
如 果 

(a) RR 是 离散 赋值 环 (I (1.2.11). 故 忆 是 局 部 环 , 含 唯一 极 大 理想 ( 记 m)， 
Hm A288). 

(b) K 是 R HITRI. 

(c) Ar A 及 的 一 个 素 元 , 则 m= Rr, HH k= R/m 是 特征 p>0 的 剩余 
类 域 . 


通常 设 域 K 的 特征 为 零 , 并 设 K 关于 由 m 的 短 所 定义 的 拓扑 是 完备 (com- 
plete) 的 (或 等 价 地 , 从 RR 到 射影 系 {R/m" | n > 0} 的 射影 极限 的 典范 映射 是 
同 构 ). 

容易 证 明 : 当 域 K 关于 群 G 充分 大 时 , 域 RAR G 也 充分 大 (见习 题 1). 

(9.1.3) 定义 RIG] 格 是 指 具 有 有 限 自由 RAW RG] 模 ( 见 81.8, 3 
题 6). 对 于 每 个 RIG] 格 M, 32 M := M/mM = {0 :=v+mM |v € M}. WM 
是 有 限 生 成 的 kG] 模 . 称 自然 映射 M — M AM m 约 化 . 特别 , 当 M = RR 时， 
A R= R/m=k. 

将 RIG] 格 M 等 同 于 18r MCK 8rM, 简写 K Ər M 成 KM, 其 元 素 
是 M 中 元 素 的 K 线性 组 合 . 

记 Gy (或 Gp) 为 G 里 所 有 z 元 素 (或 p TER) 组 成 的 集合 ( 见 $1.1). 

(9.1.4) 定义 设 4 是 域 玉 上 结合 代数 , 设 C 是 某 左 AREE ( 见 §1.11). 
令 大 为 由 符号 (M) 生成 的 自由 交换 (加 法 ) 群 , 这 里 M pià C 中 A 模 同 构 类 
的 一 个 代表 系 . A Fo 为 F 的 由 所 有 形 如 (M) - (Z) 一 (N) 的 元 素 生 成 的 子 群 ， 
这 里 L、M、N 是 C 中 4 模 短 正 合 列 0 一 工 一 NM 一 太一 O 的 项 ( 见 
§1.8, 习题 2). 


如 不 特别 申明 , 在 本 书 的 余下 部 分 所 提 到 的 环 上 模 总 设 定 是 有 限 生成 的 左 


称 商 群 Ko(C) := F/Fo 为 范畴 C 的 Grothendieck 群 . 记 (M) 在 Ko(C) 
中 的 像 为 [M]. 
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记 AM (BR P(A) 为 由 所 有 A BE (或 射影 4 模 , 见 81.8, 习题 6) 组 成 的 范 
BE. 记 Go(A) := Kola M) 和 Ko(A) = Ko(P(A)). 则 Go(A) 有 定义 关系 式 : 


[M] = [M"] + [M"], 


这 里 0 一 M' 一 M — M" — O 是 范畴 4M 里 的 短 正 合 列 : Ko(4) BE 
义 关系 式 : 
[P  P’'] = [P] + [P], VP, P’ € P(A) 


(这 因为 P(A) 里 的 短 正 合 列 都 分 裂 , 见 §1.8, J2, 6). Go(A) (或 Ko(A)) 的 
每 个 元 素 z 可 表 成 形状 [M] - [N], 其 中 M,N 都 是 4 模 (或 射影 4 模 ). 注意 : 
TOR z 的 这 种 表 法 一 般 不 唯一 . 

对 于 任何 4 模 (或 射影 4 模 ) M,N, 定义 


[M]: [N] = [M @ N]. 


这 确定 了 Go(4) (或 Ko(4)) 里 的 乘法 运算 并 使 其 成 为 交换 环 . 因此 也 称 Go(4) 
(或 Ko(4)) 为 相应 模范 畴 的 Grothendieck 环 . 

我 们 知道 : 对 于 任何 4 模 M 和 射影 4 模 P, AR Mo P A POM 都 是 
射影 的 ( 见 81.9, 习题 6). 故 Ko(4) 有 双边 Go(4) 模 结构 . 

(9.1.5) 给 定 p 模 系统 (K, R, k) MARE G, 我 们 要 研究 Grothendieck 环 
Go(K(G}). Go(RIG}). Go(KIG]). Ko(RIG]) 和 Ko(k[G]) 及 其 关系 . 注意 : 每 个 
Pe P(RIG]) 必 为 有 限 生成 的 自由 RR 模 , 因而 是 RIG] 格 . 当然 , RIG] 格 不 必 都 
是 射影 RIG] 模 . 

(D 环 Go(K[G]) 和 Go(k[G]) 
对 于 交换 环 L, 记 G+(L[G]) = {[E] € Go(L[G]) | EX L[G] 模 }. 
FE L 是 域 . 
令 IrrL(G) 为 单 LIG) 模 (BN G 的 不 可 约 LRR) 同 构 类 的 一 个 代表 系 . 

(9.1.6) 命题 #6 {[E] | E € irr, (G)} 形成 加 法 群 Go(L[G]) 的 一 组 名 $. 

证 设 Go 是 以 Irr(G) 为 基 的 自由 ZR. 对 应 EH [E], E € Ir, (G), 
确定 了 一 个 加 法 群 同 态 a : Go — Go(L[G)). 另 一 方面 , 对 于 Lic] M 和 
E € IrL(G), id lg(M) 为 E X M 的 LG) 模 合成 因子 的 重 数 ; BA, le 
是 M 的 加 性 函数 ， 存 在 加 法 群 同 态 Be : Go(L[G]) — Z 使 得 Bg([M]) = 
le(M), VIM] € G4 (L[G]). 这 些 Be 确定 了 唯一 的 加 法 群 同 态 : 


B: Go(L[G]) — Go 
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使 得 6([M]) = Creme) BE(IMI)E, VIM] € Go(L|G]). BF a MB Bw. tr 
题 得 证 . 口 

(9.1.7) 注意 (a) GF (LIG) 恰 为 由 基 元 素 [2], E € Erz(G)， 的 所 有 非 负 整 
线性 组 合 组 成 的 集合 . 我 们 有 


Go(LIGD) = {[E] - [E"] | [E], [E] € Go (LOD)}. 


上 述 讨论 特别 适用 于 工 等 于 p 模 系统 中 的 域 K R k 的 情形 . 因为 K 的 特 
TEENE, KG) X E 的 特征 标 Xe FAEN: 它 是 关于 E 的 加 性 函数 . 经 Z 线 
性 扩充 得 到 从 Go(K[G]) 到 G 上 K 值 类 函数 环 cfk(G) 内 的 Z 线性 映射 , 它 将 


[E] - [E'] € Go(K[G]) (这 里 [E], [E'] € G3(K[G])) 


映 到 
xe — XE € cfg (G). 


这 个 映射 给 出 从 Go(K[G]) 到 G 的 广义 K 特征 标 群 chk(G) ( 见 87.2) 上 的 
同 构 . 我 们 可 将 群 Go(K[G]) 和 chy (G) 等 同 起 来 : HK x2 是 元 素 re Go(K[G]) 
的 特征 标 (或 广义 特征 标 ). 

(b) 我 们 将 在 第 十 章 里 看 到 以 Brauer 特征 标 表述 的 域 k 上 的 类 似 结果 . E 
意 : WR EA E' 是 二 个 K[G] 模 使 得 等 式 [E] = [E] 在 Go(K[G]) 里 成 立 . 则 
E # E 同 构 : 这 因为 EA E 都 是 半 单 的 . 但 当 p 整除 G 的 阶 数 |G| 时 , 对 于 
k[G] 模 的 类 似 结论 不 成 立 . 出 现 这 种 情形 是 由 于 存在 非 半 单 的 k[G] 模 . 

(9.1.8) 以 Kolk[G]) 和 KoCR[G]) 分 别 记 射 影 k(G] 模范 畴 和 射影 RIG] 模 
范畴 的 Grothendieck 环 . 另 一 方面 , 以 K+ (k[G]) (或 K (RIG])) 记 Ko(k[G]) (或 
Ko(R[IG])) 里 所 有 形 如 [M] 的 元 素 的 集合 , 这 里 M 取 遍 射影 k[G] 模 (或 射影 
RIG) 模 ). 

在 (9.1.4) BR A = kG], RIG) BM: Ko(k[G]) (或 Ko(R[G])) 有 双边 
Go(k[G]) 模 (或 双边 Go(R[G)}) 模 ) 结构 ( 见 $1.9, 习题 6). 


(Il) 环 Ko(k[G]) 的 结构 
回忆 §1.8, 习题 9 里 关于 射影 包 和 满 同 态 是 本 质 的 定义 . 


(9.1.9) 命题 (a) 每 个 k[G] RM 都 有 一 个 射影 包 ， 该 射影 包 在 同 构 的 
意义 下 (这 里 和 下 文中 , 短语 “在 同 构 的 意义 下 ”的 意思 是 “允许 相差 一 个 同 构 映 
射 ”) 由 M 所 唯一 确定 . 

(b) 如 果 P; 是 Mi (i =1,--- n) 的 射影 包 , 则 OP, 是 OL, M 的 射影 包 . 
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(c) 如 果 PLAY h[G] 模 , HE ARRAW LH kG] WH (P EA PH 
F$ k[G] WR, 且 对 于 P 的 任何 半 单 jjG] BH E', 存在 从 E S) E' t KIC] 模 
AFS), 则 已 是 E 的 射影 包 . 


证 先 证 明 (a). 可 将 M 写成 商 模 形状 L/Lo, 这 里 工 是 射影 k[G] 模 , Lo 
是 工 的 k[G] FR (由 于 任何 模 都 是 自由 模 的 商 模 , 我 们 总 可 取 L 为 自由 RIG] 
模 )， 对 于 Lo 的 任意 k[G] PIR N, 令 fy 为 从 L/N 到 M = L/Lo 上 的 典范 
k[G] 模 同 态 . BLS N 为 Lo 里 使 得 fy 是 本 质 k[G] 模 满 同 态 的 最 小 kG) FR. 
由 于 fro EE kG 模 满 同 态 , 而 k[G] 是 Artin HK (I §1.7, 习题 8), 这 种 k[G] 
子 模 N 必定 存在 . 令 P=L/N. 令 Q 为 工 的 这 种 k[G] FR, 它 在 使 典范 映射 
p:L— P 的 限制 n= plo : Q — P 是 满 射 的 所 有 k[G] 子 模 里 最 小 . 因为 了 
是 射影 k[G] 模 , 由 典范 映射 p : L — P = L/N 可 得 到 k[G] 模 同 态 9 : L — @ 
WEI n-a =p. FAQ 的 极 小 性 确保 等 式 q(Z) = Q 成 立 . W N’ = Kerg. 同 态 


fn: : L/N' — L/Lo 
可 分 解 为 三 个 k[G] 模 同 态 的 乘积 : 
LIN! + Q — P=L/N — L/Lo, 


这 三 个 都 是 本 质 同 态 . 由 关系 N' CN 及 N 的 极 小 性 推出 : N = N, 即 Q -一 P 
是 同 构 . 于 是 ,二 = N OQ. 这 证 明了 : P=L/N~=Q 是 射影 k[G] 模 . 由 构造 知 
f= fn: P — M 是 本 质 k[G] 模 满 同 态 , BD P 是 M 的 射影 包 . 

设 已 是 M 的 另 一 个 射影 包 , Af’: P' 一 ; M BAR ka 模 满 同 态 . A 
为 P 是 射影 k[G] 模 , 所 以 存在 k[G] 模 同 态 9 : P 一 , P' 使 得 f = f'g. g(P) 
E M 里 的 像 (通过 映射 f’) 是 M; 因为 k[G] 模 满 同 态 f' : P 一 ; M 是 本 质 
的 , 这 推出 g(P) = P', 于 是 9 是 满 射 . 因为 P 是 射影 kG) 模 , 所 以 5 := Kerg 
是 P RHEAN, I PS Sop. 由 f:P 一: M 是 本 质 满 同 态 知 5 = 0, B 
9: P — P' 是 同 构 . (a) 得 证 . 

断言 (b)~(c) 的 证 明 较 容易 , 留 作 读者 练习 (见习 题 6). 口 

(9.1.10) 注意 ”在 命题 (9.1.9) (c) 中 有 E = P/rP, 其 中 * = Rad. k[G] 是 
k[G] 的 Jacobson 根基 ( 见 引 理 (1.6.3)). 这 因为 任意 半 单 k[G] 模 都 被 + 所 零 化 ， 
而 P/rP 半 单 . 

(9.1.11) 定义 设 4A 是 环 . 称 ARM 是 不 可 分 解 的 , wR M 40,2 M 
不 能 被 表 成 二 个 真 4 PRHA. 


由 命题 (9.1.9) (b) 知 : 的 每 个 关于 单 k[G] 模 的 直 和 分 解 都 给 出 其 射影 包 
P 的 相应 分 解 . 这 推出 
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(9.1.12) 推论 (a) 每 个 射影 k[G] 模 都 是 不 可 分 解 射 玉 kG] 模 的 直 和 , 这 
个 分 解 在 同 构 意义 下 唯一 . 每 个 不 可 分 解 射影 k[G] BALES kC 模 的 射影 包 . 

(b) 令 Pe A E € I, (G) 的 射影 包 . 则 {[Pg] | E € Irrs(G)} 形成 Ko(k[G]) 
的 一 组 名 基 ， 

(c) 二 个 射影 k[G| 模 P Fo 已 同 构 当 且 仅 当 等 式 [P] = [P'] 在 Ko(k[G]) 里 
成 立 . 


由 推论 (9.1.12) (c) 知 : 如 果 射 影 k[G] BE P 满足 等 式 
[P] = > msg[Pp], 其 中 ng EN, 


Eelrrk(G) 
则 
P= Q PF, 
Eel (G) 
这 里 Pp 是 ng 个 Pe WHA. 


(III) 环 Ko(R[G]) 的 结构 
设 A 是 交换 环 . 以 下 引 理 给 出 A[G] 模 是 射影 模 的 判别 准则 . 


(9.1.13) 引 理 设 A 是 交换 环 ,已 是 A[G] 模 . 则 已 是 射影 A[G] 模 当 且 仅 
当 已 是 射影 人 A 模 且 存在 已 的 满足 以 下 条 件 的 人 BMH: 


Ps- uls) =r, VeeP. a) 

sEG 
证 如 果 PÆRE AG), 则 PERE A 模 . 这 因为 A[G] 本 身 是 自由 
AB. RZ, WHE A BAY PICHE Po, ZX Q := A[G]@a Po. WW AG] E Q 是 射 
影 的 . 恒 等 映 射 Py 一 PP 可 自然 地 扩充 为 AG 模 满 同 态 g : 8 — P. 这 推出 : 
P 是 射影 AG) 模 当 且 仅 当 存在 满足 等 式 g.v = 1p 的 AG 模 同 态 v:P 一 ,Q 
(E §1.8, 习题 6). 我 们 断言 : 每 个 满足 等 式 9.v = 1p 的 AG 模 同 态 v: PP 一 , @ 

均 有 形状 

rhe > se@ u(s!z), (2) 


sEG 


其 中 u € Enda (Po). 这 因为 : v 作为 A 模 同 态 有 形状 


z+ > s@ve(z)， vzrep, (3) 
sEG 


其 中 we Enda (Po), Vs € G, 且 由 关系 式 t. v(x) = v(tz) 知 : 


Vta(tz) = v,(z),V s,t € G,z € P. 


SS 
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Ru=n. 则 

v(z)=u(t's), VteG, zeP. (4) 
故 (2) 式 由 (3) 一 (4) 式 导出 . 断言 得 证 . 显然, 形 如 (2) 式 的 A 模 同 态 v per 
式 g.v=1p 当 且 仅 当 A 自 同 构 u 满足 (1) 式 . 引 理 得 证 . 


以 下 结果 熟知 而 有 用 ( 见 Curtis-Reiner [2], vol. 1, 引 理 5.7): 


(9.1.14) 引 理 (Nakayama) 设 A 是 Neother 环 , M 是 人 模 , 卫 是 M 的 
子 模 , 满足 等 式 卫 二 (Rad.A)M =M. A] L= M, 这 里 Rad. 人 是 人 的 Jacobson 
根基 ( 见 引 理 '(1.6.3)). 


(9.1.15) 引 理 设 人 A 是 以 ma 为 极 大 理想 的 局 部 (交换 ) K, ka =A/ma. 

(a) it P ÆA 自由 的 AlG] 模 . 则 PRHB AG) 模 当 且 仅 当 P= P/maP 
是 射影 kh[G] 模 . 

(b) 两 个 射影 A[G] 模 已 和 P 同 构 当 且 仅 当 对 应 的 kA[G] MP 4 P 同 构 . 


证 如 果 P 是 射影 A[G] 模 , 则 五 是 射影 kA[G] 模 . RZ, 如 果 P 是 射影 
ka[G] 模 , 则 由 引 理 (9.1.13) 知 : 存在 互 的 ka 模 自 同 态 喜 使 得 等 式 ,eG s T 
s~! = ip 成立 . RPMA ARS u ET KRR. W v = Dgs u s 满足 
同 余 式 w = 1p (mod ma P). 因此 凡是 书 的 A 自 同 构 , BAS G 的 作用 相交 换 . 
于 是 Dice s+ (uu’")- s7 = 1P. 这 证 明了 P 作为 A[G] 模 是 射影 的 . (a) 得 证 . 

设 P 和 P 是 射影 AlG] 模 , Bw: PP E kla 模 同 态 . 则 由 尸 是 射 
E AlG] 模 的 假设 知 w 可 提升 为 A[G] 模 同 态 w: P— 已 . 此 时 , 如 果 右 是 同 
构 , 则 由 引 理 (9.1.14) (注意 : Rad. A = ma) 知 w 也 是 同 构 . 这 证 明了 (b). O 


现 让 我 们 回 到 离散 赋值 环 R. 


(9.1.16) 命题 (a) it 已 是 RIG] 模 . M E AK RIG) 模 当 且 仅 当 EA 
自由 RIELA m $4 E = E/mE 是 射影 k[G] 模 . 

(b) 如 果 M 是 射影 k[G] 模 , 则 (在 同 构 的 意义 下 ) ALB-MAY RIG] H 
E, HAR m $40 E WF M. 


证 结论 (a) 及 (b) 中 的 唯一 性 论断 由 引 理 (9.1.13) 和 (9.1.15) 推出 . 余下 
要 证 明 结论 (b) 中 的 存在 性 论断 . 设 M 是 射影 k[G] 模 . 对 于 整数 mn > 1,4 Ra 
为 商 环 Rj/mn. 则 Ri =k, A RR 是 射影 系 {Rn | n> 1 的 射影 极限 . Ra 和 R,[G] 
都 是 Artin 环 . 上 节 的 论据 证 明了 : Rn[G] 模 M 有 射影 包 Pn, 后 者 作为 R, 模 是 
自由 的 . k[G] 模 同 态 nn : Pa 一 > M 可 分 解 为 典范 模 同 态 mr : Pa — Pa/ MPa 
和 模 同 态 加 : Pn/mP。 — M 的 乘积 . 由 于 M 作为 k[G] 模 是 射影 的 , 故 存 
在 Pa/mP 的 k[G] 子 模 Mi 满足 Mi = y,(M)) = M. Mi, 在 Pa 中 的 逆 像 
PL = na (Mi) 满足 等 式 mm(P') = M， 又 因为 模 同 态 m 是 本 质 的 , 这 推出 
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= Pp, 即 dn AMBRE. BET, {Pa | n > 1} 是 一 个 射影 系 , 其 射影 极限 P 
RR 自由 的 RIG] 模 , 满足 关系 互 := P/mP = M. 由 (a) 推出 P 是 射影 Rel 
模 . 这 证 明了 结论 (b) 中 的 存在 性 论断 . 


(9.1.17) 推论 (a) 每 个 射影 RIG] MP 是 一 些 不 可 分 解 射影 RIG] 模 Mi 
的 直 和 : P = BicrMi (I 是 某 指 标 集 ); P 的 这 个 分 解 在 同 构 意义 下 唯一 . 不 可 分 
解 射影 RIG] MM 在 同 构 意义 下 可 由 其 模 上 m 约 化 M = M/mM 来 刻画 : MA 
不 可 分 解 射 影 k[G] 模 ( 即 单 k[G] MUAH ©). 

(b) AAAH RIG] MP fo QAM AHS HS FR [P] = [Q] 在 Ko(RIG]) 
BRR. 

(c) H m 约 化 定义 了 一 个 满足 等 式 rm(K 寺 (RE[G])) = Ko (RIG) 的 环 同 构 映 
St Tm : Ko(R[G]) 一 Ko(k[G]). 


根据 推论 (9.1.17) (c), 我 们 可 将 Grothendieck 环 Ko(R[G]) 和 Ko(k[G]) 等 
同 起 来 . 


习 题 


设 (K, Rk) 是 p 模 系统 , m 是 R 的 极 大 理想 . 设 G 是 有 限 群 . 

1. 证 明 : (a) 如 果 域 K 关于 群 G 充分 大 , 则 K 是 群 G 及 其 所 有 子 群 的 分 裂 域 . 

(b) 如 果 K 关于 群 G 充分 大 , 则 k 关于 群 G 也 充分 大 . 

2. 证 明 : (a) k[G] 是 内 射 kG] 模 (I §1.8, 习题 8). 

(b) k[G] 模 是 射影 的 当 且 仅 当 它 是 内 射 的 . 

(c) 不 可 分 解 射影 k[G] 模 是 单 kG) 模 的 内 射 包 (I 81.8, 习题 10). 

3. 令 A 为 交换 环 , P 是 A 射影 的 A[G] 模 ( 即 A[G] 模 , 其 作为 A 模 是 射影 的 ). 证 明 
以 下 条 件 等 价 : 

(a) P 是 射影 A[G] 模 . 

(b) 对 于 A 的 每 个 极 大 理想 m，(A/m)[G] 模 P/mP 是 射影 的 . 

4. (a) RBH RRM, 其 作为 R 模 自由 且 秩 有 限 . 设 喜 是 百 = B/mB HES. 证 
明 : 存在 B OREST, 其 模 mB 约 化 等 于 元 

(b) $ PP 为 射影 RIG] 模 , B= Endc(P). 证 明 : 

(i) BHR Aww. 

(ii) $ P = P/mP A B = B/mB. Wl BS Endg(P). 

(iii) k[G] 模 P 的 直 和 分 解 可 被 提升 为 RIG] 模 已 的 对 应 分 解 . 

(c) 利用 (b) 给 出 命题 (9.1.16) (b) 里 存在 性 结论 的 另 一 个 证 明 . 

提示 把 MERAH kG 模 P 的 直 和 项 , HP 提升 为 自由 RG) 模 , 再 利用 (b) 的 
结论 . 

5. RE RM K[G] 模 . 证 明 : E 中 每 个 RIG] E: 都 不 可 分 解 ; Ei 不 含 较 小 RR 秩 的 
FF RIG] FH. 
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6. 证 明 命题 (9.1.9) 的 结论 (b), (c)- 


§9.2 对偶, 纯 量 扩充 ,限制 和 诱导 


(9.2.1) ”Go(K[G]) 上 的 自 对 偶 性 ”Go(K[G]) 可 被 看 作 由 有 限 生成 KG] 
模 同 构 类 所 生成 的 加 法 群 . 对 于 [E], [F] € Gf (K[G]), 令 Homxie(E, F) = {¢ : 
互 一 FF|9 为 K[GI 模 同 态 }. 置 


(IE), [Fl)« = dimx Homxlal(E,F) (有 时 简 记 为 ([B], (FI). 


映射 ((E), (Fl) — (E), [F] TZ 双 线 性 ” 地 扩充 到 Go(K(G]) 上 . 这 定义 了 
Z 双 线性 型 
Go(K[G]) x Go(KIG) — Z, 
(E), (Fl) 一 (E), [F))x- 

由 于 相 异 单 K[G] 模 关 于 该 双 线性 型 互相 正 交 ,对 于 [E] € G#(K[G))， 
([E), [E] 等 于 E H K[G] 模 自 同 态 空间 Endzie (E) 的 维 数 de. 令 严 k(G) 
为 单 K[G] 模 同 构 类 的 一 个 代表 系 . 则 对 于 E € Irrk(G) 恒 有 关系 dp > 1, 等 号 
成 立 当 且 仅 当 BH K[G] 模 ( 即 G 的 绝对 不 可 约 K 表示 ). 当 域 K 充 
分 大 ( 见 (9.1.1)) 时 , 每 个 单 K[G] 模 都 绝对 单 . 故 以 上 的 双 线 性 型 非 退 化 , 由 它 
确定 从 加 法 群 Go(K[G]) 到 其 对 偶 群 的 一 个 同 构 映射 . 

(9.2.2) ”Go(k[G]) 和 Ko(k[G]) 之 间 的 对 偶 WR 已 是 射影 kG] 模 , M 
是 任意 k[G] 模 , 置 


([E], [MI) = dim, Homx(a1(E, M) (有 时 简 记 为 ([E], [M1))- 


它 关 于 [E] 和 [M] 满足 Z 双 线性 (用 到 E 是 射影 k[G] 模 的 性 质 ). 这 定义 了 Z 
双 线 性 型 


Ko(k[G]) x Go(k[G]) — Z, 
(IE), [M]) — ([E], [M] 


如 果 E, B' ¢im.(G), WA 
Homig)(Ps, E’) & Homa (E, E’), 
这 里 Pg 是 E 的 射影 包 . 如 果 EA EB’, 则 (Pe), [E] = 0. 另 一 方面 ， 


([Pe], [E]) = dim, Endjje)(E) := de. 
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如 前 , de = 1 当 且 仅 当 是 绝对 单 k[G] 模 . 

设 域 充分 大 (t k Æ G 的 分 裂 域 , 见 (9.1.1)). W de = LYB € Irre(G). 
因此 双 线性 型 ( ，)* 在 Z 上 非 退化 , Go(kfG]) AY Z Æ {[E] | E € Ir. (G)} 和 
Ko(k[G]) H Z Æ {[Pe] | E € I. (G)} 关于 该 双 线 性 型 互 为 对 侦 . 

(9.2.3) 纯 量 扩充 设 K' 是 K 的 扩 域 . 每 个 K[G] BE 都 可 通过 纯 量 扩 
充 变 为 K'[G] BK Ox E. 由 此 导出 环 同 态 


$ : Go(K[G]) — Go(K'[G}). 


我 们 断言 : $ 是 单 射 这 因为 : De 是 由 E 的 所 有 KO 模 自 同 态 组 成 的 除 
环 . 张 量 积 K' @x DE 分 解 成 一 些 矩阵 代数 M. (D:) HHA, 这 里 Di 是 由 单 
KG) BE, 的 所 有 自 同 态 组 成 的 除 环 . 则 OLE) = Ceci, (a) Sle 由 推论 
(3.2.9) 知 : 对 于 不 同 的 E, F € Irrx(G), K'[G] 模 K' 8x E 和 K' 8x F RAL 
共 的 不 可 约 分 量 . 因此 # 的 单 射 性 可 从 {[B] | E € Tre (G)} 在 Go(K'[G]) 里 
的 线性 无 关 性 导出 . 由 上 面 关 于 o 的 描述 可 进一步 看 出 : 如 果 所 有 的 De 都 交 
换 , 则 si 都 等 于 1. 此 时 环 同 态 $ : Go(K[G]) — Go(K'[G]) 把 Go(K[G]) 映 到 
Go(K'[Q]) 的 直 和 项 , Bld WARKA. 如 果 所 有 的 E e Irrk(G) 都 绝对 单 , 则 
$ : Go(KIG]) 一 * Go(K'[G]) 是 同 构 . 
如 果 kr 是 的 域 扩充 , 则 类 似 的 结果 对 于 环 同 态 


Go(k[G]) — Go(k'[G]) 和 Ko(k[G]) 一 Ko(k'[G)) 


也 成 立 , 情况 可 能 更 简单 : 单 k[G] 模 的 自 同 态 环 总 是 交换 的 , 且 在 k ETN ( 见 
(1.2.6)). 这 点 当 k 是 有 限 域 时 显然 , 在 一 般 情形 可 运用 纯 量 扩充 技术 来 证 明 . 因 
此 环 同 态 Go(k[G]) 一 * Go(k'[G]) 总 是 分 裂 单 射 ， 类 似 的 结论 也 适用 于 环 同 态 
Ko(k[G]) 一 * Ko(k'[G]): 这 因为 " 纯 量 扩充 ”把 k[G] 模 的 射影 包 映 到 相应 k [G] 
模 的 射影 包 . 

(9.2.4) Ri K' 是 K 的 有 限 次 扩 域 . 设 R 是 K 的 整数 环 ( 即 RE 
K' 中 的 整 闭 包 ), k È R 的 剩余 类 域 . 如 果 已 是 射影 RIG] 模 , 则 E = RORE 
是 射影 RG] 模 . 进而 , E 的 模 m' = R'm AE k Or E' 同 构 于 


k' Qr E = k' Q; (k Qr E). 


下 图 
Ko(RIG) — Ko(R'[G}) 


Ko(k[G]) — Ko(k'[G}) 
为 交换 图 , 其 中 二 个 垂直 的 箭头 都 是 同 构 映射 ( 见 推论 (9.1.17)). 这 推出 环 同 态 
Ko(R(G]) — Ko(R'[G]) 是 分 裂 单 射 
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(9.2.5) FEH Grothendieck 环 ÙH < G. 我 们 已 定义 了 关于 加 法 
群 Co(K[G) 和 Go(K[H)) 之 间 的 限制 和 诱导 同 态 : 


Res8 : Go(K[G]) — Go(K[H]) 和 
Ind§ : Go(K[H]) 一 Go(K[G]) (J $5.2,87.2). 


同样 的 定义 适用 于 Go(kfG]) 和 Ko(k[G]): 通过 限制 , 每 个 k[G] 模 M 可 被 看 成 
k[H] 模 , 当 M 是 射影 k[G] 模 时 , 它 作为 k[H] 模 也 射影 . 在 Grothendieck 环 的 
层面 上 , 我 们 得 到 环 同 态 : 


Res8 : Go(k[G]) — Go(k[H]), Res% : Ko(k[G]) — Ko(k|H)). 


另 一 方面 , WH E Æ kH) 模 , 则 Ind8 已 = k[G] Sry E Æ kG] 模 . ( 称 为 
ESM). 当 EBB k[H] 模 时 , Ind8 已 是 射影 k[G] 模 . 因此 有 加 法 群 同 
态 : 

Ind : Go(k[H]) — Go(k[G]), Indy : Ko(k[H]) — Ko(k[G)). 


运用 张 量 积 的 结合 律 , 我 们 在 以 下 每 一 种 情形 : 

(a) z € Go(K[H]), y € Go(K[G])，Ind8(z) .ye Go(K[IG]). 

(b) z € Go(k[H]), ye Go(k[G])，Ind8(z) - y € Go(k[G)). 

(c) z € Go(k[H]), y € Ko(k[G]), Ind%(x)-y € Ko(k[G]) (该 情形 之 所 以 有 
意义 是 因为 Ko(k[G]) 有 Go(k[G]) 双 模 结构 , 见 (9.1.8)). 
都 有 公式 : 


Ind (x - Res8y) = Ind} (2) .了 

回忆 87.3, 习题 3 里 关于 F 初等 群 H 的 定义 . 容易 将 该 定义 推广 到 F Æ p 
模 系统 (K, R, k) 里 的 域 K 的 情形 (此 时 称 五 为 K 初等 群 ). 显然 , K 初等 群 
都 是 拟 初 等 群 ( 见 (1.1.7)). 

下 面 要 叙述 模 p 情形 的 Brauer 定理 , 其 证 明 将 在 (9.4.4) 里 给 出 . 

(9.2.6) 定理 (W p 情形 的 Brauer EH) + Xk 为 由 群 G 的 所 有 KH 
等 子 群 组 成 的 集合 . 则 对 于 HE Xx, 由 Ind8 所 定义 的 加 法 群 同 态 
Ind§ : BD Golk[H]) 一 Golk[Gl) 和 Indig: EB Ko(k[H]) 一 Kolk) 


HEXK HEXK 
都 是 满 射 . (比较 定理 (7.2.4).) 


当 域 K 充分 大 时 , Xx 恰 是 群 G 的 所 有 初等 子 群 组 成 的 集合 . 因此 有 以 下 
推论 : 
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(9.2.7) 推论 如 果 域 K 充分 大 , 则 Go(k[G]) (或 Ko(kfG])) 的 每 个 元 素 都 
是 形 如 IndS (yx) 的 元 素 之 和 , 其 中 RG 的 初等 子 群 , 而 yn 属于 Go(k[H]) 
(或 Ko(k[H]))- 


注意 在 (9.4.4) 里 将 要 给 出 定理 (9.2.6) 的 证 明 , 其 论证 的 方法 也 能 被 借用 
来 证 明 与 Artin 定理 相 类 似 的 结果 ( 见 定理 (7.1.2))- 


(9.2.8) 定理 AT ARG 的 由 所 有 循环 子 群 组 成 的 集合 . 则 加 法 群 同 态 


Qezmdg : PD Q 8z Go(k[H]) — Q 8z Golk[G]), 
HET 

Q ez Indy : BD Q ez Kolk[H]) — Q 8z Kolk[G]) 
HET 


都 是 满 射 . 


3 @ 


1. RES KG] 模 , E* 是 由 已 上 所 有 大 线性 函数 组 成 的 对 偶 模 . 定义 已 的 大 FE 
间 H°(G,E) := {v € E | g(v) =v, Vg € G} 和 大 商 空 间 Ho(G, E) := E/(sz — z | z € 
E,s € G). WH: 

(a) MR E 是 射影 k[G] 模 , 则 


n:E—H%G,E), 


z= J sz 


sEG 
导出 从 Ho(G, E) 到 H°(G, E) 上 的 k[G] 模 同 构 映射 . 
(b) H°(G,E) 同 构 于 Ho(G, E*) 的 对 偶 空间 . 当 E 是 射影 k[G] 模 时 下 式 成 立 : 
dim, H°(G, E) = dim, Ho(G, E*). 
2. & M 是 k[G] &, E EHE kG] 模 . 证 明 : 
dim, Homo(E, M) = dim, Homa(M, E). 
提示 将 99.1, 习题 4 (b) 的 结论 用 于 射影 k[G] M Hom, (E, M), 观察 其 对 侦 模 同 构 于 
Hom; (M, E). 
3. 设 S 是 单 k[G] H, Ps 是 其 射影 包 .证 明 : 
(a) Ps 含有 同 构 于 S 的 子 模 . (提示 : 将 习题 2 的 结论 用 于 EE = Ps MM = 5 的 情形 ). 
(b) 证 明 : Ps 同 构 于 S 的 内 射 包 . (提示 : 利用 习题 2 的 结论 , 见 81.8, 习题 10). 
(c) 证 明 : 如 果 S 不 是 射影 k[G] 模 , 则 S 作为 Ps 的 合成 因子 的 重 数 > 2. 
4. 设 已 是 半 单 k[G] W, Pe 是 其 射影 包 . 证 明 : E 的 对 偶 模 E 的 射影 包 同 构 于 Pe 
的 对 侦 模 . 
提示 “归结 到 E 是 单 k[G] 模 的 情形 , 并 应 用 习题 3 的 结论 . 
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§9.3 cde 三 角形 


人 


i 
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FRA 
mE C mE; CF, C Ky. 
KG] 模 E,/mE, 和 E2/mE 以 /mB 的 k[G] 模 合成 因子 多 重 集 为 其 公共 的 
合成 因子 多 重 集 . 于 是 只 要 证 明 : E/E: 和 mE,/mE: 有 相同 的 k[G] 模 合成 因 
子 多 重 集 . 由 于 m 是 以 r 为 生成 元 的 主 理想 , 我 人 有 mE: = rE; (i = 1,2) 和 
mE, /mE = TBi/rBE2. 于 是 以 n 相 乘 给 出 从 E/E: 到 mEi/mEz 的 k[G] 
构 映 射 . 定理 得 证 . 
(9.3.4) 映射 [E] 4 E 可 扩充 为 环 同 态 


d: Go(K[G]) — Go(k[G)). 
称 之 为 分 解 同 态 . 它 将 GI (KIC) 映 到 CF (k[G]) 内 . 定义 矩阵 


= (DME) mei (G), Bel (G) 


其 中 Due 等 于 M FH E i) G 稳定 RHE, 的 模 m 约 化 E 的 合成 因子 的 
重 数 , 称 D 为 群 G 的 分 解 矩阵 . 我 们 有 
dl2)= 5 DuslM], VE ekrx(G). 
Meir, (G) 
(9.3.5) FIZ e: Ko(k[G]) — Go(K[G]) SUM HBT K On 一 给 
出 环 同 态 : Ko(R[G]) — Go(K[G]). 它 与 典范 同 构 rm : Ko(RIG]) — Ko(k[G]) 
( 见 推 论 (9.1.17) (c)) 的 逆 映 射 的 乘积 是 环 同 态 : 


e: Ko(k{G]) — Go(KIG)). 
e 将 KG (k[G]) BRB] G} (KIG) 内 . 定义 矩阵 


= (Eem) setx(G),Meim(G) 


其 中 Esm 等 于 EER K @R Ta (Pu) 的 合成 因子 的 重 数 ( 见 推论 (9.1.17) 
(c)). 我 们 有 
e((Pa])= 2 Eem[E], VM € im(G). 
Eelrrx(G) 
(9.3.6) cde 三 角形 的 基本 性 质 : 
(a) c=d-e, P C=D-E. 
(b) 环 同 态 d 和 e 关于 双 线性 型 (-，-) 互相 伴随 ( 见 (9.2.1) (9.2.2): 


(z,d(y))x = (e(z),y)x, Yz E Ko(kG), y € Go(KIG). 
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这 因为 : 可 设 z = [X] A y = [K Bg Yl, 这 里 X 是 射影 RIG| 模 ; Y 是 AK 
的 RIG] 模 . 则 RB Homae| (X,Y) 也 自由 , 设 其 秩 为 >. 有 典范 同 构 : 


K ®r Homalal(X,Y) Homklal(K ®r X,K BR Y), 
k Qr Hompja) (X, Y) = Homxlal(k Sr X,k ORY). 


于 是 等 式 (e(z) y) =r = (x, d(y))e 成 立 . 

(c) BR K 充分 大 . 则 E='D (D HALE) fH C=D-E=D-'D. + 
别 , C 是 对 称 矩 阵 . 

这 因为 : 由 (9.2.1) 一 (9.2.2) 知 : Kolk[G]) (或 Go(K[G])) 和 Go(k[G]) (或 
Go(K[G])) 的 典范 基 关 于 双 线性 型 (-, 一 ): (或 (一 ,-)x) RAM. FÆ, e 可 
被 视 作 d 的 转 置 . 因此 结论 可 由 (a) 推出 . 

(9.3.7) ”为 了 帮助 我 们 理解 前 面 的 知识 , 我 们 将 在 本 节 的 余下 部 分 考虑 
G 为 下 列 特殊 群 的 情形 : 

(a) p 群 . 

(b) p 群 . 

(c) p 群 和 p 群 的 直 积 . 


(9.3.8) 命题 it G Æp 群 . 则 

(a) 每 个 k[G] 模 (或 每 个 RB hth RIG] 模 ) 是 射 形 的 . 

(b) HE m 约 化 过 程 导出 从 集合 Irk(G) 到 Ir, (G) 上 的 双 射 . 

(c) 如 将 集合 Tern (G) 和 Ir, (G) 通过 (b) PH MAF MAA, ME C,D, 
E AHEM. 


(MZ: 群 G 的 表示 理论 在 域 x 上 和 在 域 K 上 是 相同 的 .) 


证 REBRR ANH RIG] 模 . 我 们 能 将 EE 看 作 某 自由 RG 模 工 关于 
FR ON 的 商 模 L/N. & n: L — E 为 典范 映射 . HF EER HHN, 存在 
A ER LH RBA r 使 得 7.r = 1g; 因为 G 的 阶 是 RPV, 所 以 


可 定义 := a 5 srs-!, 它 是 从 E F) L i RIG] 模 同 态 , 是 有 分 裂 的 RIG] 
sEG 


模 短 正 合 列 : 


0 —N— LE — 0. 
= 


使 得 no’ = 1r. 这 推出 ESAE RIG) 模 工 的 子 模 (EZ) 同 构 . 因为 (BE) 是 
并 的 直 和 项 , 所 以 E 是 射影 RIG] 模 . 同样 的 论证 适用 于 k[G] 模 . 这 证 明了 (a) 
和 关于 Cartan 矩阵 C 是 恒 等 矩阵 的 事实 . 任何 Ec Ex(G) TERRA RA 
由 的 RIG] BE, 由 (a) 知 : E1 是 射影 RIG] 模 , 其 模 m 约 化 E = Bi/mBl 等 
F E. 取 M = K Qr E, W d([M]) = [E]. 因为 EE BH kG] 模 , 所 以 M 是 不 
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可 约 K[G] 模 . 故 得 到 从 rr. (G) 到 Urn (G) 的 映射 E M, 它 是 4 MERN 
这 证 明了 (b) 和 (c). 


(9.3.9) 注意 ”由 D 是 恒 等 矩 阵 这 个 事实 可 知 : d 把 G+(K[G]) 映 到 
GEIG) 上 , RAZ, G 的 每 个 表示 都 可 被 提升 为 R 表示 .该 结果 容易 被 
验证 . 


(9.3.10) 设 G 是 p 群 :|G| = mn EN. WF G 在 特征 p 的 域 5 上 

仅 有 的 不 可 约 表示 是 单位 表示 (以 k 为 表示 空间 , 见习 题 1). 由 定理 (1.6.4) 和 
(1.7.5) 知 : Artin IR k[G] 是 以 大 为 其 剩余 类 域 的 局 部 环 . 单 k[G] 模 k 的 射影 包 
是 KG), 它 是 群 G 的 正则 表示 (I (2.1.5)). 群 Go(k[G]) = (内 》 和 Ko(k[G]) = 
(kG) 都 同 构 于 (因而 可 等 同 于 ) 整数 加 法 群 Z，Cartan Ac: Z — Z 是 
以 p” 相 乘 : c(z) = px. 环 同 态 d : Go(K[G1) — Z 对 应 于 维 数 函数 : d([ 如 ) = 
dimy E, VE € Gt (K[G]); 环 同 态 e:2 一 + Go(K[G]) 把 整数 m 映 到 G 的 正则 
表示 [K[G]] 的 m fÈ: e(m) = m[K[G]]. 

(9.3.11) HG = S x P, XB S M P ABE p HM pH. RNA 
k[G] = k[S] 8x k[P]. 则 

(a) k[G] HE ¥$ 4 ARS PHIM EL. 


证 先 设 已 平 凡 地 作用 在 kG) 模 E. 由 命题 (9.3.8) 知 : E (通过 限制 ) 
作为 k[S] 模 半 单 , k[G] 模 巨 作为 k[S] ME 的 提升 (S 可 被 看 作 G 的 商 群 , 见 
(2.3.1)) 也 半 单 . 为 了 作 反 向 推理 , 不 妨 设 E EA kG] 模 . 由 (9.3.10) 知 : EY 
由 PP 固定 元 组 成 的 子 空间 BARS. 由 PaG A: 子 空间 E 为 G 稳定 , 故 由 E 
的 单 性 知 : Bo = E. 因此 P 平凡 地 作用 于 E. Qo 

(b) k[G] 模 已 射影 当 且 仅 当 已 兰 MQ@kk[P], 这 里 M 是 某 k[S] 模 ,G = Sx P 
如 (2.3.5) 那样 作用 在 M Or k[P] 上 . 


证 (<=) 任何 k[S] 模 M 既 半 单 又 射影 ( 见 命题 (9.3.8) (a)), 它 可 被 唯 
一 地 提升 为 半 单 k[G] 模 使 得 P 平凡 作用 于 其 上 . 因为 M 和 kk[P] 作为 k[G] 模 
都 射影 , 所 以 E := M Qr k[P] 是 射影 k[G] 模 . 

(=) 设 M 是 半 单 k[G] 模 . 由 (a) 知 : 平凡 作用 于 M. 将 M (通过 限 
制 ) 看 作 k[S] 模 , 让 G = S x P 如 (2.3.5) 那样 作用 于 M @ k[P]. 则 M 8x &[P] 
是 射影 k[G] 模 . 易 见 : M 是 M @k k[P] 的 使 得 P 平凡 地 作用 于 其 上 的 最 大 
k[G] 商 模 ( 即 M @k k[P] 的 任何 被 已 平凡 地 作用 的 k[G] 商 模 都 是 M 的 商 模 ). 
FE, M gx k[P] 是 半 单 k[G] 模 M 的 射影 包 . 但 是 , 每 个 射影 模 都 是 其 最 大 半 
单 商 的 射影 包 . 这 说 明 每 个 射影 k[G] 模 都 有 形状 M @ k[P], 其 中 M ues 

k[S] 模 . 


(@) RIG] 4 百 是 射影 的 当 且 仅 当 存 在 某 个 R 自由 的 RIS) MRA BX 
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M @p RIP]. 

证 4 M ER AHA Ris] 模 时 , RiG] ME = M ep RIP] 是 射影 的 . 反 
之 , 2 BBN RIG] 模 . 则 E= B/mE 是 射影 k[G] 模 . 由 (b) 知 存在 某 kf5] 
模 M 使 得 媚 兰 Mkk[P]. 将 M BAW RS] M. W MR A, 由 命 
题 (9.3.8) 知 M 也 是 射影 R[S] 模 . RIG] MM Sr RIP] 作为 M 8x k[P] 人 
而 同 构 于 Ë. 

由 性 质 (a) 和 (b) MI: 群 G = S x P 的 Cartan 矩阵 是 纯 量 矩 阵 p", 其 中 
p” = |P]. 

(9.3.12) BW (a) 设 G = Ss, p = 2, p HRB (Q, R, k), 其 中 Q BAB 
BOR, R = 全 1nseZ2+s}, 令 5 = 28 Mk = R/p = 2/22. 此 时 有 三 个 音 
QiG] BE Zi ~ Z2 ~ Za, 分 别提 供 群 G 的 单位 表示 、 符 号 表示 和 2 维 不 可 约 表示 


( 见 (4.2.6)). 存在 2 个 单 k[G] FL. Fe, 分 别提 供 G 的 单位 表示 和 由 Zs 通过 
模 2 约 化 而 得 到 的 2 维 表 示 . G 的 分 解 矩 阵 为 


1 0 
D=|1 0|. 
0 1 


(b) RG = Sa, p = 2,p 模 系统 (Q, R, k) 如 (a) 中 所 给 . 存在 5 个 维 数 分 别 为 
1,1,2,3, 3 BUM Q[G] BE Zi, +++ , Z4. & K = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. 则 
K 4G AlG/K & S3. 单 QISa] 模 Z: Ze, Zs 可 通过 自然 映射 G — G/K & S3 
被 提升 为 单 Q[54] BE ZL. Zh. 25 ( 见 (2.3.1). 由 于 群 G 双 可 迁 地 作用 于 集合 
{1,2,3,4} ( 见 §1.1, 习题 3), # §5.1, 习题 5 (b) 知 : G 在 Qt 上 的 置换 表示 可 分 
解 为 单位 表示 和 一 个 不 可 约 3 维 表示 Z, WHA. G 的 另 一 个 不 可 约 3 维 表示 
为 Zi = Z,@ Zh, 这 里 Z, = sg 是 G 的 符号 表示 ( 见 8 3.3, (2) 式 ). G 的 正规 2 
子 群 K 平凡 地 作用 在 每 个 单 k[G] 模 上 . 因此 存在 2 个 单 k[G] BFL Fy, 它们 
分 别 来 自 (a) 中 所 刻画 的 k[53] HAL. Fe. G 的 分 解 矩阵 为 


1 0 


1 0 
D=/0 1}. 
1 1 
ri 


习 a 
1. 证 明 : p 群 在 特征 p 域 上 仅 有 的 不 可 约 表示 是 单位 表示 . 
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2. 设 G 22H, char.k = 2 M E = K[G]. 证 明 : E AA G 稳定 的 RH EE, 其 模 
2 约 化 BE, 要 么 是 同 构 于 kok 的 半 单 kfG] 模 ; 要 么 是 同 构 于 k[G] 的 非 半 单 kG] 模 , 这 
里 大 提供 G 的 单位 表示 . 

3. WE BEF K[G] 模 , El 是 已 的 G 稳定 的 RH. 证 明 以 下 条 件 等 价 : 

(a) Er 的 模 m 约 化 Ey 是 单 k[G] 模 . 

(b) E 的 每 个 G 稳定 的 尺 格 有 形状 aE, a € K*. 

证 明 : 当 这 些 等 价 条 件 成 立时 , E 是 单 KIG] 模 . 

4. (J. Thompson) 设 Z(G] 模 E 作为 Z 模 是 自由 的 , HR n > 2. 设 对 于 每 个 素数 p, 
的 模 p 约 化 E/pE 是 单 (Z/PZ)[G] 8. 

(a) 证 明 : 在 已 上 存在 Z 值 双 线性 型 B(--, 一 ) 使 得 B(z,z) > 0, VOA TEE. 

(b) 设 B 如 (a) 中 所 取 . 将 B 线性 扩充 到 Q 向 量 空间 Ea = Q 8z E. 证 明 : 

(i) BA E := {x € Eo | B(z,y) € Z,Vy € E} 有 形状 EF = aE, 这 里 ae Q (提示 
按 习 题 3 那样 论证 ). 

(ii) 可 选取 B 使 其 在 Z 上 非 退 化 , 即 E’ = E. 

(iii) 如 果 e1, .…, en 是 E 的 一 组 Z Æ, 则 矩阵 (B(ei, ej))icijgn 的 行列 式 等 于 1. 

(c) 设 B 如 (b)(ii) 中 所 选 . 证 明 : 存在 e c E 使 满足 条 件 : B(x, x) = B(e,z) (mod 2) 
A e = g(e) (mod 2E), Vz € E,g € G. 进而 证 明 : e = 0(mod 2E), 即 二 次 型 B(z,z) 在 
巨 上 只 取 偶 数值 . 

(d) 由 (c) 可 推出 : n = 0 (mod 8) (提示 : 利用 事实 : 每 个 取 偶 整数 值 且 行 列 式 等 于 1 
的 正定 二 次 型 必 有 可 整除 8 的 Z 秩 ). 

(e) 证 明 : 型 Es 的 Coxeter 群 的 反射 表示 有 以 上 性 质 (a) 一 (d) (提示 参阅 Bourbaki 
[2], Ch. VI, §4, no.10). 

5. 证 明 例 (9.3.12) BSRR. 特别 要 证 明 : 如 果 M 是 (9.3.12) (b) 中 单 模 2 
或 Zs 里 的 RIG] 格 , 则 M 不 是 单 k[G] 模 . 

6. 设 p = 3, p 模 系统 (O,R,k) 中 的 RSF {SInse z,3+s}, 大 = Z/3Z. 找 出 对 称 
群 5。、S4 的 分 解 和 矩阵 . 

7. 找 出 一 个 p 模 系统 (K, Rk) 和 有 限 群 G 的 例子 , 使 得 存在 一 个 单 K[G] MV 及 其 
所 含 的 二 个 RIG] 格 Mi 和 M2 , 它们 的 模 p 约 化 Mi . Ma 作为 k[G] 模 不 同 构 . 

8. 设 Qo = { 土 1, +i, +j, +k} 是 四 元 数 群 . i H= Qe@ Qie Qj o Qk 是 由 Q2 在 Q 
上 生成 的 除 环 . 则 Qa 在 H 上 的 左 乘 作用 使 得 豆 成 为 QQ) B ( 见 82.3, 习题 5). HK 是 
Qe Æ Q 上 的 有 限 次 分 裂 域 . 

(a) 证 明 : 在 Go(K[Q2]) 里 有 等 式 [K 8H] = 2[W], 这 里 W 是 满足 条 件 dimk W = 2 
的 K[Q2] &. 

(b) 证 明 : 在 纯 量 扩充 映射 下 , Go(Q[Q2]) 在 Go(KIQ2]) 里 的 像 不 是 Go(KIQ2]) 的 也 
直 和 项 . 
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§9.4 ES d, e. c HER 


本 节 将 分 别 研究 同 态 4、e、c 的 性 质 ， 要 证 明 : 同 态 d 是 满 射 ( 见 定理 
(9.4.1)); 同 态 e EARMS ( 见 定理 (9.4.6)) ; 同 态 c 是 单 射 ( 见 推论 (9.4.10)). 
要 刻画 同 态 c 的 像 和 余 核 ( 见 定理 (9.4.9) 和 推论 (9.4.10)). 还 要 完成 定理 (9.2.6) 
的 证 明 ( 见 (9.4.4)). 

(9.4.1) 定理 环 同 态 d: Go(K[G]) 一 * Go(k[G]) 是 满 射 

(9.4.2) 注意 (a) 定理 (9.4.1) 可 应 用 于 如 下 特殊 情形 : k = Z/pZ, K 为 了 
进 (BD p-adic) 域 


p = { 士 pr(ao + ap + ap? +--+ + asp” +--+) |r E€ Z, s E N,0 < a < p, Vi}; 


I R H p 进 整数 环 
Zp = { 士 (ao + arp + aap? +--+ + asp? +-+- ) | 8 EN,0 < ai <p, V i}. 


(b) 由 定理 (9.4.1) 知 : 群 G 的 每 个 k 广义 表示 均 可 被 提升 到 特征 零 的 域 
上 , 即 提升 为 Grothendieck FF Go(K[G]) 里 的 元 素 . 对 于 定理 (9.4.1), 先 考虑 G 
是 K 初等 群 的 情形 . 


(9.4.3) 定理 设 G= 已 xKC 是 ! 拟 初等 群 , 其 中 1 是 素数 ,已 是 1 群 , C 是 
U 循环 群 . 则 每 个 单 kG] ME 可 被 提升 为 RG 模 , 换言之 : E LRR 自由 的 
R[G] 模 的 模 m 约 化 (这 推出 : d 将 Gf (K[G]) 映 到 GF (k[G]) 上 ) 


证 tlp. 令 Cp H C BH Sylow p FH, > E' WM kG] ME ANH 
Cp 固定 元 所 组 成 的 上 FZR. AC, 是 p 群 , 我 们 有 E 4 0 (BR (9.3.10). 由 
于 Cp4G, 子 空间 B 为 G 稳定 . 于 是 , 由 EEA K[G] 模 的 单 性 推出 : E = E, 
这 意味 着 C, 平凡 地 作用 在 E E. 于 是 马上 的 G 表示 是 G/Cy 表示 的 提升 ( 见 
(2.3.1)). 因为 G/C, 的 阶 数 与 p 互 素 , 所 以 由 命题 (9.3.8) 知 : k[G] 模 已 可 被 提 
升 为 R 自由 的 RIG) 模 . 

Mit l =p. 在 |G| > 1 上 运用 归纳 法 . 因为 C 是 p 群 , 所 以 E 作为 k[C] 
模 半 单 . 将 该 模 分 解 成 一 些 k[C] 模 齐 次 分 支 Ea WHA ( 见 定理 (6.1.1)): 


E=Q@E., 这 里 7 是 某 有 限 指标 集 . 
ael 
it A:= {Ea | Ea # 0,0 € I}. AF EBM kG) 模 , 群 G 可 迁 地 置换 A. 任 取 
Eg € A, Gg := {s € G | s(Ep) = Ea}. 则 由 定理 (6.1.1) (d) 知 : Eg 是 kt[Ge] $, 
H E = ndg, (Ep). BR Ge 是 P 的 一 个 子 群 与 C 的 半 直 积 . 
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如 果 Ep + E, 则 Gg #G. 由 |G) 上 的 归纳 假设 知 : Ep 可 被 提升 为 R 自 
由 的 RIGg| 模 于 是 E 也 可 被 提升 为 R 自由 的 RG) BM E= Eg 是 同 
一 个 不 可 约 k[C] 模 的 直 和 . 令 p: k[G] 一 * End(E) 为 由 E E k[G] 模 结构 所 
决定 的 环 同 态 . 由 是 同一 个 不 可 约 k[C] 模 的 直 和 与 C 是 循环 群 的 事实 知 : 
p(k[O]) = 是 的 有 限 次 扩 域 ; p 在 C 处 的 限制 是 群 同 态 5:C 一 * k”( 这 里 
k” 是 由 kr 中 非 零 元 素 组 成 的 乘法 群 ), BR k 由 $(C) E k FER. BER 
有 k 向 量 空间 的 结构 . 在 E 中 选 P 固定 元 素 v A 0; 这 种 元 素 的 存在 性 可 由 书 
是 p 群 的 事实 来 保证 (IL 89.3, 习题 1). 对 于 ze 0C,seP, 记 sz= szs-!. 则 


p(s)($(2) - v) = d(sxs~*)p(s) -v = o(*x)- v. (1) 


于 是 E 的 由 {9$(z).v | ze C} 所 生成 的 k 子 空间 kv 在 C 和 P 的 作用 下 稳 
定 . 所 以 Kv = E, 即 dimy EB = 1. 我 们 可 建立 k 向 量 空间 E 和 k' 之 间 的 同 
构 映 射 使 得 ENTER v 对 应 于 k 的 恒 等 元 . 对 于 所 有 te G, p(t) 是 大 空间 k 
的 自 同 态 o 对 于 se P, 有 us(lc) = lc. 由 (1) RA: 


oa(g(z)) 一 gz)，YzeC， 


进而 推出 
ca(g(z)g(z')) = oa(g(z))os(g(z ))，vzm €C. 
AX k 由 $(C) E k EER, 我 们 得 到 


os(aa') =0;(a)o,(a’), Va,a’ Ek’. 


换 句 话说 , os 是 域 hk 自 同 构 , 而 映射 s os 是 群 同 态 o: P — Galk’/k, 
后 者 是 域 k/k OPER. 容易 定义 E 的 提升 : 令 K' 为 域 K 的 非 交 结 扩充 
(unramified extension) 使 得 K' 的 R 整数 环 R' 的 剩余 域 是 k'. 典范 同 构 


Gal K’/K © Galk'/k 


给 出 PE K 和 R 上 的 作用 (通过 o). 另 一 方面 , FAA o: C — k” 被 唯一 
提升 到 (利用 乘法 代表 元 ) 群 同 态 $ : C 一 ; R", 后 者 给 出 C 在 R 上 的 乘法 作 
用 . 由 唯一 性 可 立刻 导出 


oa(g(z)) = o(*z), VrEC,seP. 


OA PER 上 的 作用 确定 GE R 上 的 作用 . R 上 相应 的 RIG] ee 
所 要 求 的 对 单 k[G] 模 的 提升 . 
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现在 是 证 明定 理 (9.2.6) 的 合适 时 机 : 一 方面 , 我 们 已 经 定义 了 证 明 该 定理 
所 要 用 到 的 映射 d; 另 一 方面 , 即将 给 出 的 对 定理 (9.4.1) 的 证 明 里 要 用 到 定理 
(9.2.6) 的 结论 . 
(9.4.4) ”定理 (9.2.6) 的 证 明令 IK (EÈ 1+) 为 环 Go(K[G]) (或 Go(k[G])) 
的 乘法 单位 元 . 我 们 有 dlx) = 1r. 据 Witt-Berman 定理 ( 见 87.3, 习题 7) A 
有 等 式 : 
lk= 》 Ind§(zu), i 
HEXK 
这 里 zu € Go(K[H]). 运用 映射 d, 并 利用 d 与 Ind8 相交 换 的 事实 , 可 得 到 关 
于 lx 的 类 似 公式 : 
l= > Ind$g(z), 
HEXK 
这 里 zf = d(za) € Go(k[H]). XIF y € Go(k[G]) (或 ye Ko(k(G))), 我 们 通过 
乘法 得 到 : 


y=le-y= J Ind8(zg) y= J, Indy (ey Resiy), 
HEXK HEXK 
这 证 明了 本 定理 . a 
定理 (9.4.1) 的 证 明 由 定理 (9.2.6) 知 : Go(k[G]) 由 各 种 Ind (Go(k[H])) 
所 生成 , 这 里 H BGR G 的 K 初等 子 群 . 因为 a 与 Ind8 相交 换 , 所 以 只 要 对 于 
每 个 K 初等 子 群 H 证 明 等 式 Go(k[H]) = d(Go(K[H])) 即 可 . 而 后 者 可 由 定理 
(9.4.3) 推出 . 口 


(9.4.5) 注意 (a) 当 域 K 充分 大 时 , 为 了 证 明定 理 (9.4.1), 我 们 只 需 考虑 
G 是 初等 群 的 情形 , 即 G = C x P. 如 果 定 理 (9.4.3) 里 的 群 换 成 初等 群 , 则 该 
定理 的 证 明 会 变 得 非常 简单 : 群 已 平凡 地 作用 于 单 模 EE, 后 者 作为 单 k[C] 模 不 
难 被 提升 . 

(b) 当 (K,R,k) 是 p 模 系统 但 K 不 完备 时 , 分 解 映射 4 : Go(K[G]) 一 
Go(k[G]) 不 总 是 满 射 (见习 题 1). 但 是 , 如 果 此 时 域 K 充分 大 , 则 仍 能 保证 d 
是 满 射 . 这 因为 : 令 域 KA K 的 完备 化 . 则 容易 证 明 : 由 M K Ox M 所 确 
定 的 同 态 映 射 Go(K[G]) — Go(K[G]) 是 同 构 . 将 定理 (9.4.1) 应 用 于 域 KR 
能 得 到 d 是 满 射 的 结论 . 


(9.4.6) 定理 同 态 e: Ko(k[G]) 一 ; Go(KIG]) 是 分 裂 单 射 . 


证 当 域 K 充分 大 时 , e 是 d 的 转 置 ( 见 (9.3.6) (c)). 因为 d 是 满 射 ( 见 定 
理 (9.4.1)), 所 以 e 是 分 裂 单 射 . 在 一 般 情形 下 , 设 K 是 域 K 的 充分 大 有 限 次 
扩 域 , R E K 的 RR 整数 环 , k 是 R' 的 剩余 类 域 , 则 k 也 是 k 的 充分 大 有 限 
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次 扩 域 . 考虑 交换 图 : 
Ko(k|G]) 一 Go(KIG}) 
m m 
Ko(k'[G]) —— Go(K’IG)), 
这 里 mm 是 纯 量 扩充 映射 , 由 (9.2.3) 知 它们 都 是 单 射 , Em 是 分 裂 单 射 . 因 
为 e 是 分 裂 单 射 , 所 以 em 也 是 分 裂 单 射 , 即 me 是 分 裂 单 射 . TE, e 也 是 分 
RAH. o 
我 们 同时 也 证 明了 以 下 结论 : 
(9.4.7) 推论 对 于 域 K 的 每 个 扩 域 K', AMA 
me : Ko(k[G]) —— Go(K[G]) "> Go(K'[G)) 
RARE. 

映射 e 的 单 射 性 等 价 于 : 

(9.4.8) 推论 令 已 和 书 为 射影 RIG| 模 . wR KIG] 模 K@RP 和 K@RP' 
同 构 , 则 已 和 P' 作为 RIG] 模 也 同 构 . 

证 由 于 Ko(RIG]) 兰 Ko(k[G]), 如 果 PS P' 都 是 射影 RIG] 模 , 则 K@rP 
AK @pP! 可 被 分 别 看 作 [P| 和 [P] 在 同 态 e 下 的 像 . 于 是 , 据 定理 (9.4.6) A: 
由 [K 8r P] = [K 9r P'] 可 推出 [P] = [P], B P S P’. o 

以 |Glp 记 整 除 |G| 的 最 高 次 p Æ. 

(9.4.9) 定理 i |Glp = p”. 则 Go(k[G1) 的 每 个 可 被 pn 整除 的 元 素 都 属 
于 Cartan 映射 c: Ko(k[G]) 一 * Go(k[G]) 的 像 . 

证 我 们 必须 证 明 :” 环 同 态 c : Ko(k[G]) 一 * Go(k[G]) MRE 
Go(k[G])/c (Ko(k[G])) 被 p” 所 零 化 . 分 二 种 情形 讨论 : 

(a) 设 域 K 充分 大 . 由 推论 (9.2.7) 知 : 环 Go(k[G]) 由 Indy (Go(k[H])) 所 
ER, 这 里 五 取 遍 G 的 所 有 初等 子 群 . 所 以 只 要 讨论 G 是 初等 群 的 情形 , 记 
G=SxP, XE 5 5 PRIE p RA pH. 我 们 在 (9.3.11) 里 看 到 : 群 G 的 
Cartan 矩阵 是 纯 量 阵 p”. 所 以 定理 在 这 种 情形 下 成 立 . 

(b) 一 般 情 形 . 令 K' 为 域 K 的 充分 大 有 限 次 扩 域 , 其 RR 整数 环 R 的 剩余 
JH k. 从 大 到 k 的 纯 量 扩充 给 出 交换 图 : 

O — Ko(k[G]) — Ko(k'[G]) — P — O 
c ¢ y 


O — Golk[G]) — Go(k'[G) — Q — 0 
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这 里 P = Ko(W(GI)/Kol(kIG)) 和 Q = Go(KIGI)/Go(k[GD)， 由 蛇 形 引 理 ( 见 
§1.8, 习题 5) 得 正 合 列 : 
O — Ker (c) — Ker(¢) — 
Ker (y) — Coker(c) — Coker(¢’). 

#8 (a) 知 : Coker(c’) 被 pr 零 化 . HH Kolk'[G]) 和 Go(k'[G]) 有 相同 的 Z 秩 , 所 
以 w 是 单 射 , 因此 c 也 是 单 射 , 故 由 Ko(k[G]) 和 Go(k[G]) 有 相同 Z 秩 的 事实 
知 Coker(c) 有 限 . 但 Ko(k[G]) 一 * Ko(K[G]) 是 分 列 单 射 ( 见 (9.2.3)). 故 群 P 
X Z Èh, 因而 Ker(y) E Z 自由 . 由 于 Ker(c) =0, 且 Coker(c) AR, HIER 
列 (2) 推出 : Ker (y) = 0. 故 Coker(c) 可 被 嵌入 Coker(c’). 因 Coker(c’) 被 mm ad 
化 , 故 Coker(c) 也 被 mr 零 化 . 定理 得 证 . 

(9.4.10) 推论 映射 c: Ko(k[G]) 一 ,Go(k[G]) 是 单 射 ， 它 的 余 核 是 有 限 p 


(2) 


群 . 


证 由 于 Go(k[G]) 是 有 限 生 成 的 加 法 群 , 第 二 个 论断 可 从 定理 (9.4.9) 直接 
推出 . 又 由 于 Kolk[G]) 和 Go(k[G]) 作为 自由 Z 模具 有 相同 秩 |Erk(G)h， a 
论断 可 从 第 二 个 论断 推出 . 


(9.4.11) 推论 如 果 二 个 射影 k[G] 模 有 相同 的 合成 因子 多 重 集 , 则 它们 同 
构 . 

证 这 相当 于 重 述 了 映射 c 的 单 射 性 ( 见 推 论 (9.4.10)). 口 

(9.4.12) 推论 设 域 K 对 于 群 G 充分 大 . 则 G 的 Cartan 矩阵 C 对 
称 ; Ko(k[G]) 上 二 次 型 (z,c(z))x ER; E det(C) 是 p 的 非 负 整数 罪 . 

证 C 的 对 称 性 由 (9.3.6) (c) 推出 (也 见 (9.2.2)). 由 (9.3.6) (a) 一 (b) 得 : 


(a, c(a))k = (zad(e(z))) = (e(z),e(@))x, Yz € Ko(k{G]). 


因为 Go(K[G]) 上 双 线 性 型 (—,—)x 正定 (A (9.2.1) 与 $4.2), H e 是 单 射 ( 见 
定理 (9.4.6)), 所 以 Ko(k[G]) 上 二 次 型 (z,c(z)) BEE. 于 是 C 的 行列 式 值 大 
FE. 据 推论 (9.4.10) 知 : c 的 余 核 是 有 限 p 群 . 这 推出 det(C) 是 了 sia 
SUR. 


(9.4.13) 注意 (a) 以 上 讨论 说 明 : c 的 单 射 性 可 从 e 的 单 射 性 推出 . 

(b) 定理 (9.4.9) 等 价 于 以 下 论断 : 存在 环 同 态 d : Go(k[G]) 一 ? Ko(k[G]) 
使 得 c-cd =P" - lcodklcD) OZEN d -c= p" - Lxocaiay)- 

(c) 定理 (9.4.9) 里 的 指数 n 是 最 好 的 ( 见 §9.5, 习题 1). 
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习 题 


1. 证 明 : 如 果 G 是 4 阶 循环 群 , 则 d : Go(QIG]) — Go((Z/5Z)[G]) 不 是 满 同 态 . 

2. 证 明 : c(z - y) = 2-c(y), Yz € Go(k[G]), y € Ko(k[G]). 

3. Ps, Pr 分 别 为 5，T € Irrs(G) 的 射影 包 E ds = dim, Endo(S) 与 dr = 
dim, Endo(T). 令 Csr (或 Crs) 为 5 (R T) 作为 Pr (R Ps) 的 合成 因子 的 重 数 . 

(a) 证 明 : Cords = dim, Home(Ps, Pr). 

(b) 证 明 : Cords = Crsdr. 

提示 “利用 99.2, 习题 2 的 结论 . 注意 : 当 域 K 充分 大 时 , 有 ds = 1. 这 再 次 证 明了 此 
时 C = (Csr) 是 对 称 矩阵 的 事实 . 

4. 保持 习题 3 的 记号 . 证 明 : 如 果 5 是 射影 模 , 则 Ps = S 和 Css = 1; 如 果 5 不 是 
射影 模 , 则 Css > 2. 

提示 “利用 89.2, 习题 3 的 结论 . 


§9.5 同 态 e HR 


我 们 知道 : Go(k[G]) 的 每 个 元 素 z 可 等 同 于 它 的 (广义 ) 特征 标 xa- 

本 节 研 究 同 态 e 的 像 , 先 要 证 明 : 集合 e(Ko(k[G])) 由 Go(K[GI) 里 所 有 在 
差 集 G\ Gy 上 取 零 值 的 元 素 组 成 ( 见 定理 (9.5.1)). 然后 研究 集合 e( KF (k[G]))， 
其 结果 尚 不 圆满 . 在 设 定 条 件 (R) 或 某 种 维 数 条 件 的 前 提 下 能 给 出 较 好 的 刻画 
( 见 命题 (9.5.6) 和 命题 (9.5.10)). 


(9.5.1) 定理 A e: Ko(k[G]) — Go(K[G]) 的 像 等 于 {x € Go(K[G]) | 
X=(9) = 0,V9 E G\ Gy}. 
定理 (9.5.1) 有 更 精确 的 形式 : 


(9.5.2) 定理 令 K' AR K 的 有 限 次 扩 域 . 则 Go(K'[G]) 的 元 素 属 于 
Ko(RIG]) = Ko(k[G]) 在 映射 e 下 的 像 当 且 仅 当 它 的 特征 标 在 域 K 中 取 值 ， 
且 在 G\ Gp 上 取 零 值 . 


证 必要 时 对 域 作 进一步 扩充 , 我 们 总 可 设 域 K' 充分 大 , R Æ K’ HH RB 
数 环 . 

(a) 必要 性 . 

设 是 射影 RIG 模 , x 是 KG] 模 K On E 的 特征 标 . 当 已 属于 
Ko(R[G]) = Ko(k(G]) 在 映射 e 下 的 像 时 , x 显然 在 域 K 中 取 值 . 设 é G\Gy. 
我 们 必须 证 明 : x(s) = 0， 以 由 s 生成 的 循环 子 群 来 替代 G, 可 设 G 是 循环 
群 , 因而 有 形状 S x P, 这 里 S Ep 群 , P 是 非 平凡 pE. 由 (9.3.11) (c) 知 : 
E=M@R'P), 这 里 M ÆR 自由 的 .R'[S] 模 . K' Op E 的 特征 标 x 等 于 
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W@rp, XE y EÈ S 的 特征 标 , rp 是 P 的 正则 特征 标 . 显然 ,x 在 G\ 5 ER 
零 值 , 特别 , x(s) = 0. 

(b) 充分 性 (第 一 部 分 ). 

令 ye Golk'[G]), & x 为 y 所 对 应 的 广义 特征 标 . 设 等 式 x(s) = 0 对 于 每 
个 se G \ Gy 都 成 立 . 我 们 要 证 明 : y € Ko(R[G]) (这 里 将 Ko(R'[G]) 等 同 于 
Ko(k'[G]), 后 者 等 同 于 Go(k'[GI) 的 子 群 ). 

由 定理 (9.2.6) 知 : 

lk = DIndgzn, 
H 


这 里 lx ÆR Go(K'(G]) 的 恒 等 元 , za € Co(K'[H]), 右边 和 式 里 H BGMRF G 
的 所 有 初等 子 群 . 等 号 两 边 同 时 乘 以 y 得 : 


y=) Ind8ym， 这 里 yp = cw - Resf(y) € Go(K'[H]). 
H 


yn 的 特征 标 在 H \ Hy 上 取 零 值 . 如 果 已 知 yy € Ko(R'(H), 则 可 推出 y e 
Ko(RIG]). 所 以 可 将 问题 归结 到 G 是 初等 群 的 情形 . 由 上 面 的 分 解 式 G = Sx P 
得 到 : 

Go(K'[G]) = Go(K'[S}) ® Go(K’IP)). 


因为 x 在 G\S 上 取 零 值 , 所 以 由 (9.3.11)(b) 知 : TS x= f@rp, XE f ÈS 
上 的 类 函数 , rp 是 P 的 正则 特征 标 . 如 果 p 是 5 的 特征 标 , 则 


(f @rp,p@ 1p) = (f.p); (rp, 1p) = (f, p). 


左边 等 于 (x,p @ 1p), 是 整数 . 故 (f,p) e Z 对 于 S 的 所 有 特征 标 p 都 成 立 . 这 
推出 f 是 S 的 广义 特征 标 . 我 们 能 将 y 写成 形状 : 


y=Yys®yp, 


这 里 ys € Go(K'[S]), E yp € Go(K'[P]) 对 应 于 P 的 正则 表示 . 由 命题 (9.3.8) 
和 (9.3.10) 知 : ys € Ko(R'[S]) 和 yp € Ko(R'IP]). 这 推出 ye Ko(R'[G]). 

(c) 充分 性 (第 二 部 分 ). 

保持 (b) 中 的 记号 , 并 设 y 的 特征 标 x 在 域 K 中 取 值 . 我 们 要 证 明 : y € 
Ko(RIG]). H (b) 知 : y € Ko(R'[G]). & r = [K' : KJ. 每 个 RG] 模 M' 通过 
纯 量 限制 变 成 RIG] M. 当 M' 是 射影 R'[G] 模 时 , M 是 射影 RIG] 模 , 所 以 
[M] = [M] 确定 了 一 个 环 同 态 : 


T : Ko(R'|G)) — Ko(RIG)). 
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S z 二 7(y). 我 们 断言 : z=r-y. 只 要 在 Go(K"[G]) 中 证 明 该 等 式 就 行 了 . 为 此 ， 
只 要 证 明 与 z 相关 联 的 特征 标 x 等 于 rx. 但 我 们 有 


Xz = trK'/K(X)- 


由 于 x 在 K 中 取 值 , 我 们 得 到 等 式 xz = r- x ( 见 引 理 (4.5.8)(c)). 

Hy € Ko(R'[G]) Mr-y € Ko(RIG])， 而 纯 量 扩充 映射 Ko(R[G]) 一 
Ko(R'IG]) 是 分 裂 单 射 ( 见 (9.2.3)). 因为 >.y 在 Ko(R'IG]) 中 被 > 整除 , 所 以 
T- y HE Ko(RIG]) 中 也 被 7 整除 . 这 说 明 y € Ko(RIG]), 定理 得 证 . a 


(9.5.3) 射影 RIG] 模 的 特征 标 ”我 们 要 刻画 群 G 的 这 样 一 种 K 表示 , 其 
包含 一 个 G 稳定 RH, 后 者 作为 RIG] 模 是 射影 的 . 换 句 话说 , 这 相当 于 刻画 
Kt (RIC) 在 映射 e FHR. 在 这 方面 我 们 只 有 部 分 结果 . 


(9.5.4) 引 理 给 定 ze Ko(RIG]) 和 整数 mn > 1. WR nz € Kt(RIG]), 则 
x € Kł (RIG). 


证 Wr =[Im.(G)|, W Ko(R[G]) 可 等 同 于 Zr, 而 Kd (RIG) 可 等 同 于 N". 
显然 , 由 条 件 (nay,....na,) € Nr 与 (a1,.…,ar) € Zr 可 推出 ai €N, Y1<i<r. 
口 


(9.5.5) 命题 令 K' ARK HARKPR, RA K' 的 REKK. 设 
z € Go(K'[G]) 满足 : 

(a) z 的 (广义 ) 特征 标 Xz 满足 : K = K (Xz) ( 见 引 理 (4.5.3) 前 ). 

(b) 存在 整数 mm > 1 和 射影 RG] KE! 使 得 等 式 nz = [E] 成 立 . 
则 存在 唯一 的 (在 同 构 的 意义 下 ) 射影 RIG] MY 使 得 z = [Y]. 


证 令 NN=[K':K]=[R : R]. & E' 为 射影 RIG] 模 , 其 在 Go(K'[G]) 里 
的 像 为 nz, > E Hh EE’ 通过 纯 量 限制 而 得 到 的 射影 RIG] 模 . 则 Ker 的 
特征 标 等 于 nNxs。( 见 引 理 (4.5.8)). 于 是 , 在 Go(K'[G]) 里 有 


e([E]) = nN -z 


由 定理 (9.5.1) 知 : e([ 可 ) 的 特征 标 在 G\ Gy 上 取 零 值 ; 于 是 xz 在 G\Gr 上 也 
取 零 值 . 由 定理 (9.5.2) 知 : 存在 某 y € Ko(RIG]) WE z = ely). 由 于 e 是 单 射 
( 见 定 理 (9.4.6)), 这 推出 [可 = nN - y, 而 由 引 理 (9.5.4) 知 : y € KP (RIG]). 因此 
存在 射影 RIG] BY 使 得 等 式 [K @RY]=z 在 Go(KIG]) PRE. Y 
可 由 推论 (9.4.11) 与 定理 (9.4.6) 得 到 . 


人 们 可 能 要 问 : 等 式 e( KG (RIG]) = e(Ko(R[G])) NGS (KIG]) 是 否 总 成 立 ? 
回答 一 般 是 否定 的 (见习 题 3 和 §10.3, 习题 7). 但 是 , 我 们 有 以 下 判别 准则 : 
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(9.5.6) 命题 RRA TH G 的 以 下 条 件 满足 : 
(R) 存在 域 K 的 有 限 次 扩 域 K'， 其 REBR R HARRA k, Lih 
X d(G#(K'[G])) = GH(K[G]). 则 有 等 式 


e(K¢ (RIG))) = e(Ko(RIGI)NG? (KIC). 


(0.5.7) 注意 HEHE (9.1.17) (c), 我 们 可 把 Ko(RIG]) (或 KRIG) 与 
Ko(k[G]) (或 Kd (k[G])) 等 同 起 来. 


证 包含 关系 “C” BR. 下 面 要 证 明 反 包含 关系 “2”. 根据 命题 (9.5.5), 我 
们 只 须 考虑 域 K 充分 大 的 情形 . 此 时 , 条 件 (R) 意味 着 映射 4 将 GH(K[G]) BR 
A) G (kG) E. RS 


z € e(Ko(RIG])) NGS (KIO)). 
由 于 2 € e(Ko(R[G])), 我 们 能 将 元 素 z 写 为 
z= > ne: e((Pe}), 


Eelrr(G) 
这 里 Py 是 射影 RG) 模 , 其 经 模 m 约 化 后 变 成 E 的 射影 包 Pe ( 见 推论 (9.1.17) 
(o))、 我 们 必须 证 明 : 整数 ng 非 负 . 据 条 件 (R), 对 于 每 个 E € T(G), 存在 
zp € G+(K[G]) 使 得 d(ze) = [E). 因为 ze G+(K[G]), 所 以 (z,zg)k > 0. 另 一 
方面 , 由 映射 d 和 e 互 为 伴随 的 事实 可 推出 等 式 (z,zg)k =ne. 因此 ng > 0. 
命题 得 证 . 口 


由 命题 (9.5.6) 和 定理 (9.5.1) 可 知 : 


(9.5.8) 推论 假设 群 G 满足 命题 (9.5.6) 中 的 条 件 (R). KE Æ KG] 模 . 
则 存在 射影 RG) 模 M 44 E=K @R M SARS E hihet G\ Gy 上 
取 零 值 . 


(9.5.9) 注意 条 件 (R) 等 价 于 下 述 条 件 : 

(R’) 如 果 域 K 充分 大 , 则 每 个 单 k[G] 模 是 某 K[G] 模 (必须 是 单 模 ) 的 模 
m 约 化 ( 换 句 话说 , 群 G 的 每 个 不 可 约 k 表示 可 提升 到 域 K 上 去 ). 

回忆 (1.1.5) 中 关于 p 可 解 群 的 定义 . Fong-Swan 的 一 个 定理 断言 : 任何 p 
可 解 群 G 满足 上 面 的 条 件 (R) 和 (R). 

在 本 节 的 最 后 部 分 , 我 们 要 考虑 关于 射影 RIG] 模 的 一 种 特殊 情形 . 设 域 K 
充分 大 . 


(9.5.10) 命题 设 媚 是 单 天 [G] 4t, P Æ E th GRA RK. KR dime E T 
被 |Glp 整除 . 则 
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(a) P 是 射影 RIG] 模 . 

(b) 典范 映射 RIG] 一 * EndR(P) 是 满 射 , 其 核 是 RIG] 的 直 和 项 (作为 双边 
理想 ). 

(c) P 的 模 m 约 化 五 = P/mP 是 射影 单 k[G] 模 . 


由 命题 (9.5.10) (a) 和 定理 (9.5.2) 推出 : 


(9.5.11) 推论 满足 命题 (9.5.10) 假设 条 件 的 单 KIG] ME 的 特征 标 Xp 
在 G\Gp 上 取 零 值 . 


命题 (9.5.10) 的 证 明 Üt m =dimx E. H p” |m A: m/|G| € R. Ẹ sp 
为 己 的 由 se G 的 作用 所 引起 的 R MAW. 如 果 o e Endr(P), 则 sp19 的 
迹 tr(szld) 属于 R, 所 以 可 定义 元 素 


m 


ug = tr(sFlg)seRIGI. 
IG| acEG 


由 定理 (4.5.14) 知 : ug 在 Endx(E) 里 有 像 1 @ 9, 而 对 于 每 个 不 同 构 于 E 
的 K[G] 模 EB’, ug 在 Endx(E’) 里 的 像 为 零 ， 这 证 明了 (b). BR P 是 射影 
Enda(P) 模 . 令 4 为 EndR(P) 的 由 {sp | se G} 生成 的 RR 子 代数 . 则 P 是 射 
影 4 模 , 因而 也 是 射影 RG) 模 , 这 证 明了 (a). 同 理 可 证 (c). 口 


习 a 


1. 设 召 是 G 的 Sylow p FH, |H| = p”. 证 明 : 

(a) 如 果 EB 是 射影 k[G] 模 , 则 E 是 自由 k[H] 模 ( 见 (9.3.10)), 因此 p” | dim, £. 

(b) 映射 [E] 一 dimx 互 确定 群 的 满 同 态 : Coker(c) — Z/p"Z. 特别 ,pn € Go(k[G]) 
不 属于 Cartan 同 态 c 的 像 Im(c). 

2.， 沿用 命题 (9.5.5) 的 记号 R. 证 明 : Kt+(RIG]) = Ke (RIG) NM Ko(RIG]) = 
K? (R'[G]) N Go(K[G)]). 

3. 证 明 : 对 于 充分 大 的 域 K, 命题 (9.5.6) 里 的 条 件 (R) 等 价 于 条 件 : 

e(K (RIG])) = e(Ko(R[G])) G3 (KIG)). 

提示 “观察 元 素 € Ko(k[G]) 属于 Kd (k[G]) 当 且 仅 当 (z,y)s > 0,Vy € GE (IG). 

4.4 G 为 交代 群 44. 证 明 : 当 p= 2 时 , 群 G 没有 如 命题 (9.5.10) 所 描述 的 那 种 射 
影 单 k[G] 模 , 但 当 p = 3 时 群 G 有 那 种 射影 单 k[G] 模 . 对 于 Sa 考虑 同样 的 问题 . 

5. 令 Se Irre(G). 证 明 下 列 条 件 等 价 : 

(a) S 是 射影 k[G] 模 . 

(b) S 同 构 于 满足 命题 (9.5.10) 条 件 的 RIG] 模 P 的 模 m 约 化 . 

(c) # G 的 Cartan 矩阵 的 对 角 系 数 Css 等 于 1. 

提示 关于 (a) 和 (c) 的 等 价 性 , 参见 89.4 的 习题 4. 
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本 章 要 介绍 Braver 研究 有 限 群 模 表示 理论 的 基本 工具 : Brauer 特征 标 . 设 
(K,R,k) 是 p 模 系统 , 其 中 char.K = 0 和 char.k = p. 设 G 是 有 限 群 ,命题 
(9.1.6) 告诉 我 们 : 集合 Erk(G) 在 Go(k[G]) 里 线性 无 关 . 但 是 有 例子 表明 : 存在 
两 个 具有 相同 特征 标的 k[G] BE. E', 它们 作为 k[G] 模 不 同 构 , 甚至 连 合成 因 
子 的 多 重 集 都 不 相同 . E= bP 和 E = k? 就 是 其 中 一 例 (它们 的 特征 标 都 等 于 
$). 尽管 如 此 , 特征 标 理 论 仍 能 被 用 来 研究 k[G] 模 . 对 于 每 个 kG] 模 EE, Brauer 
引进 一 个 K 值 类 函数 pp (EI Brauer 特征 标 ), CENE G 的 p 元 素 集合 Gy 
上 (或 只 在 Gy 上 取 非 零 值 ). 这 个 类 函数 将 保留 我 们 所 要 的 关于 kG) MEH 
绝 大 多 数 信息 , 并 建立 了 群 G 在 特征 零 域 上 表示 与 特征 p > 0 域 上 表示 之 间 的 
联系 . 


§10.1 Brauer 特征 标 


(10.1.1) 表示 的 Brauer 特征 标 

令 m 为 Gy 里 元 素 阶 数 的 最 小 公 倍数 

在 本 章 , 我 们 总 假设 域 K 包含 m 次 单位 根 组 成 的 乘法 群 4k(G) (这 推出 
R k KTH G 充分 大 ). 

因为 RR 在 K 中 整 闭 ( 即 K 中 的 R 整数 都 属于 R), 所 以 jx(G) CR. 由 
于 m 与 p BK, 模 m 约 化 给 出 从 群 uk(G) 到 剩余 类 域 k 里 m 次 单位 根 群 
ju(G) 上 的 同 构 映射 a. 对 于 A € pe(G); 12 A ux (G) 中 满足 条 件 X= A 
的 元 素 . 
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设 (p, E) 是 G 的 以 几 为 特征 标的 表示 . 定义 函数 ye : Gy — R 如 下 . 
对 于 zeEGp, 令 1.……,en EJk(G) X plz) 的 所 有 特征 值 ( 计 重 数 , 故 n= deg p 
A Da =%o). 2 pelt) = Di &- P be X G ih k RH E (R p) $ Brauer 
特征 标 (Brauer 称 之 为 G 的 模特 征 标 )- 

(10.1.2) ”Brauer 特征 标的 基本 性 质 

(a) $e(1) =n = dim, E. 

(b) ġe 是 Gy EX BK: WP(tst-1) = pp(s), Ys E Gp, t €G. 

(c) 如 果 O — E' — E — E" — O È kG) RES, 则 pp = 
on + bE". 

(d) piema = QE: ` PEs: 

以 上 4 个 性 质 可 直接 从 函数 ps 的 定义 推出 , HERA Are. 

(e) 如 果 geG 有 了 部 分 gy E€ Gy, M Yg) 等 于 ge(gp) HA m 约 化 , FP 
(9) = prp): 

证 pl(g-1gy) = plop) 的 特征 值 都 是 p EKANA, 由 于 char = p > 0, 
这 些 特征 值 都 等 于 1. 于 是 plg) 和 ploy) 有 相同 的 特征 值 多 重 集 ， 这 推出 等 式 
(9) = (gp) = $2 (Gp). 口 

(E) 设 M 是 以 X 为 特征 标的 K[G] 模 . + BH M 的 G 稳定 RH, 令 
E = /mE 为 Ey 的 模 m 约 化 . 则 bE 是 XX 在 Gp 上 的 限制 . 


证 只 要 观察 G 是 循环 p' 群 (9) 的 情形 . 定理 (9.3.3) 告诉 我 们 : pg 不 依 
赖 于 稳定 格 E 的 选取 . 所 以 可 归结 为 E 作为 RIGI 模 由 9 的 特征 向 量 所 生成 
的 情形 , 此 时 结论 显然 . 口 


(g) 设 M 是 射影 k[G] 模 . 设 M 是 射影 RG) 模 , HM m 约 化 等 于 M. 以 
Oy 记 M 的 特征 标 (PP K[G] 模 K Or M 的 特征 标 ). 对 于 任意 k[G] 模 E, k[G] 
MEQ. M 是 射影 的 ( 见 81.9, 习题 6), KTI Drom. 我 们 有 


oz(s)Omu(s), MRs € Gy, 


BE@.M() = t 0, 如 果 s € G\ Gy. (1) 


证 把 ye 零 拓 展 为 G 上 的 类 函数 , 即 规定 ye 在 集合 G\ Gr 上 取 零 值 ， 
则 等 式 (1) 可 更 简洁 地 写成 
BE@M = bE Om. (2) 


由 定理 (9.5.1) 知 : Bpe@,m(s)=0, Ys E€ G \ Gp. 由 (£) 知 : rom 和 Bm 在 Gp 
上 的 限制 分 别 等 于 Er M 和 M 的 Brauer 特征 标 . 故 等 式 (2) 可 由 (d) 推出 . 
a 
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(h) 在 与 (g) 相同 的 假设 条 件 下 ， 有 
(M, Eje = pj De Sus be(s) = (be, Bu) 


s€Gy 
证 由 定义 知 : (M, E)k 等 于 H = Hom (M, E) 里 由 G 固定 元 组 成 的 子 空 
间 HC 的 维 数 ( 见 (2.5.2)), 而 (be, Bm)k := 商 Deco Pus) pe(s). 


由 命题 (2.5.1)(k) 知 : H S E 8r M* 是 射影 k[G] 模 . 设 互 是 五 所 对 应 的 
射影 RIG) 模 ( 见 推论 (9.1.17) (c)). BI: dim, HO = dime K Or ÅS. WR On 
是 K Or A 的 特征 标 , 则 


(ME) = (BH 1a)e = 2 Do Pal). 
IG 所 


# (g) 和 (4.1.1) 的 性 质 7 知 : 4 s e Gy 时 , 有 On(s) = be (s)®u-(s) = 
pp(s)BM(s-!); 当 se G\ Gp 时 ,有 Bg(s) = 0. 这 推出 所 要 的 结论 . 口 


下 面 考虑 E 是 单位 表示 的 特殊 情形 : 
(i) 射影 k[G] MM 中 由 G 国定 元 组 成 的 子 空间 MS 有 维 数 


1 
(Bu, lc)K = ig R> Bm(s). 


(G) & ¢ Æ G 的 Brauer 特征 标 , 定义 $ : Gy — RRAMT ze Gy, 
g" (x) = o(a-}). 则 如 也 是 G 的 Brauer 特征 标 . 


证 令 p 为 G 的 提供 Brauer 特征 标 少 的 大 表示 . 令 p* 为 p MRA ( 见 
(2.2.2)), 它 也 是 G 的 k 表示 . 如 果 e1,.…,en 是 plo) 的 特征 值 , 则 ef).…, x? 
是 p(g)-! = p(g-!) 的 特征 值 , 因而 也 是 p*(g) 的 特征 值 . 这 推出 所 要 的 结论 . 口 


(10.1.3) 注意 (a) (10.1.2) (c) 允许 我 们 对 于 Go(k[G]) 的 任意 元 素 > E 
MEE Brauer 特征 标 z. 据 (10.1.2) (f), MH y € Go(K[G]) 与 z = d(y), W 加 
恰 为 对 应 于 y 的 广义 特征 标 x, 在 Gp 上 的 限制 . 据 (10.1.2)(e), 集合 Gp 上 的 
Brauer 特征 标 $ 方面 的 信息 可 完全 恢复 相关 的 特征 标 Y. Brauer 特征 标的 重 
要 性 在 于 其 建立 了 群 G 在 特征 零 域 上 表示 与 特征 p > 0 域 上 表示 之 间 的 联系 . 

(b) 可 类 似 地 定义 域 k (为 方便 起 见 , 可 设 k 是 代数 闭 域 ) 上 任意 线性 代数 
群 G ( 见 Humphreys 的 相关 著作 ) 的 Brauer 特征 标 . 集合 Cy 在 该 情形 下 定 
义 为 G 的 所 有 半 单 元 组 成 的 集合 . WR EB G 的 (线性 ) 表示 , se Gy, W 
定义 gE(s) 为 s 所 对 应 的 巨 上 自 同 构 sz 的 特征 值 在 域 K 的 对 应 元 之 和 ( 见 
(10.1.1), 注意 : IR k 的 单位 根 群 jv 与 域 K 的 阶 数 与 p 互 素 的 单位 根 组 成 的 
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群 jk 5 之 间 存 在 典范 同 构 , 而 sz 的 特征 值 都 是 域 的 单位 根 ). 于 是 , G 的 
Brauer 特征 标 pe 被 定义 为 Gp 上 的 R 值 类 函数 . 


(10.1.4) 称 pp (E € Irr:(G)) AR G 的 不 可 约 Brauer 特征 标 , 记 
IBr(G) = {$n | E € It(G)}， 由 Brauer 特征 标的 定义 和 (10.1.2) (e) 一 (f) 
易 见 : 群 G 的 任何 Brauer 特征 标 (进而 , G 的 任何 K 特征 标 x 在 Gp 上 的 限 
制 ) 可 写成 IBr(G) 中 元 素 的 Z REAR. 


(10.1.5) 定理 (Brauer) 集合 IBr(G) 形成 Gp 上 天 值 类 函数 空 间 的 一 组 
基 . 


证 (a) 先 要 证 明 : 集合 IBr(G) 为 K 线性 无 关 . 设 有 关系 式 pagpE =0, 
其 中 ap e K 不 全 为 零 . UK 中 一 个 适当 的 元 素 同 时 乘 以 所 有 的 az 后 , 我 们 
可 设 所 有 的 on 都 属于 R, 且 其 中 至 少 有 一 个 ae 不 属于 RR 的 极 大 理想 m. 经 
模 m 约 化 得 : 


az8s(s) =0, VseGp, 


Eelrr,(G) 
其 中 上 划 线 表示 模 m 约 化 , 至 少 有 一 个 ag 非 零 . 由 (10.1.2) (e) 得 : 
mxet=0 vteG, (3) 


Eee, (G) 


这 里 xs 是 由 已 所 提供 的 k[G] 特征 标 . (3) 式 对 于 所 有 te k[G] 也 成 立 . 因为 
充分 大 ( 见 (10.1.1) 对 本 章 的 假设 ), 所 以 (3) 式 的 和 式 里 出 现 的 k[G] ME A 
绝对 单 . 由 稠密 性 定理 (1.7.1) 知 : k 代数 同 态 k[G] — Orero) Ende(E) 是 
Wt. 现 设 Eo e Erk(G) 满足 条 件 ae #0, 设 we Endy (Eo) WE tr.(u) # 0, 
设 to € k[G] 在 Endi(E0) 里 的 像 为 u, 而 在 End,(Z’) (E' € Trra(G) \ {Eo}) 
里 的 像 都 为 0。 则 由 (3) È (到 k[G] 的 扩充 ) 推出 aE- xu, (to) = 0, 与 条 件 
TE #0 Xeo (to) F. 

(b) 必须 证 明 : {on | E € Ir, (G)} 生成 了 由 Gp 上 K 值 类 函数 组 成 的 K 
向 量 空间 . $ f 为 Gp 上 K 值 类 函数 . 将 f 扩充 为 G 上 某 个 K 值 类 函数 f. 
B P= EAxi HP A € K, xi EIrrk(G). Alt f = DAK, REY Bx 在 
Gp 上 的 限制 . 由 于 每 个 Zi 是 IBr(G) 中 元 素 的 线性 组 合 (I (10.1.4)), 我 们 得 
到 所 要 的 结论 . o 


R ck (Gp) 是 由 Gp 上 所 有 K 值 类 函数 组 成 的 空间 (注意 Gy BCH p 
HKM). 则 cx (Gp) 有 自然 的 K 代数 结构 . 定理 (10.1.5) 有 等 价 叙述 : 

(10.1.5) 定理 从 Go(k[G]) 到 efk(Gr) 的 映射 r H+ be 可 扩充 为 从 
K 8z Go(k[G]) 到 cfx(Gr) 的 KK 代数 同 构 . 

从 这 些 定理 可 导出 : 
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(10.1.6) # # G H p KRAHAKMFF IBr(G)|. 这 也 等 于 G 的 互 
ARTH k ATHAR. 


证 第 一 个 论断 由 定理 (10.1.5) 导出 . 由 (10.1.2) (e) 知 : 互 异 的 不 可 约 大 
表示 提供 不 同 的 Brauer 特征 标 . 这 推出 第 二 个 论断 . 口 


(10.1.7) 注意 (a) MAM 为 两 个 具有 相同 Brauer 特征 标的 k[G] 
模 . 则 等 式 [M] = [M' 在 Go(k[G]) 中 成 立 ; WR M 和 M' EEH RIG], 
MSM’. 

(b) 对 于 2 € Go(K[G]), 令 xe 为 z 所 对 应 的 广义 特征 标 . 对 于 环 同 态 
d: Go(K[G]) 一 Go(k[G]), 有 Kerd = {x € Go(K[G]) | xz(s) =0, VseE Gy}. 
由 于 d 是 满 射 ( 见 定理 (9.4.1)), 通过 (a) 可 给 出 Go(k[G]) 作为 Go(K[G]) 的 商 
环 的 明显 刻画 . 

(10.1.8) 对 定理 (9.4.9) HER ”我 们 已 经 看 到 : z 加 定义 了 从 
K @z Go(k[G]) 到 cfk(Gw) 上 的 K 代数 同 构 ( 故 可 将 两 者 等 同 起 来 )， 另 一 
方面 , 设 cfk(G; Gp) 是 G 上 的 在 Gy 外 都 取 零 值 的 K 值 类 函数 组 成 的 空间 . 
W K 代数 同 态 lk @ e : K @z Ko(k[G]) — K 8z Go(K[G]) 将 K @z Ko(k[G]) 
同 构 地 映 到 cfk(G; Gy) 上 (这 可 通过 比较 两 个 K 空间 的 维 数 得 到 , TE, 可 将 
K @z Ko(k[G]) 与 cfk(G; Gy) 等 同 起 来 ). 以 K ERER, cde 三 角形 变 成 : 


cfk(G;Gp) -leee _~ efx (Gp) 
lx®e lx@d 
cfx(G) 
图 2 
映射 lx @c, 1x Od, 1x @e 有 明显 的 定义 : 限制 , 限制 , 被 包含 . 由 推论 (9.4.10) 
知 1k @c 是 同 构 映射 . 对 于 M e 严 k(G) A E e Hk(G), 以 xm 记 M 的 特 


征 标 , 以 ye 记 E 的 Brauer 特征 标 , 和 以 Sp 记 Sp, (I (10.1.2)(g)). WERE 
C = (Cee) Ñ D = (Dem) 的 系数 出 现在 如 下 等 式 里 : 


xm= J, Deme, Gy 上 函数 ， 


Eelr,(G) 


Se= J, Demxm, GC ERK, 


MelrK(G) 


BE= > Crede, Gp 上 函数 . 


Breirkx(G) 


一 -一 
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我 们 有 正 交 关系 : 


(Bp, be’) a> p(s 1)$e'(s) = dee, VY E,E' € Irte(G). 
EG yr 
(10.1.9) 定义 以 Bch(G) 记 由 G 的 所 有 Brauer 特征 标 生成 的 加 法 群 . 对 
F ¢ € chy(G)UBch(G), 定义 G LAK $ HF: 


~ 、_ fIGld(s), +% s € Gy, 
aadi ” ”如果 seG\Gy. 


定理 (9.4.9) 可 改 述 如 下 : 
(9.4.9)' 定理 ”如果 $e Bch(G), A] $ € chk(G). 
(10.1.10) 对 于 xelIrk(G), 令 多 为 x 在 Gp 上 的 限制 . 写 


z= J dot. (4) 
deIBr(G) 
称 dyo CN 为 G 关于 素数 p 的 分 解数 . HK Do = (dxp)xetrrx(G),sersr(G) 为 G 
关于 案 数 p HABE. 该 矩阵 在 允许 相差 关于 行 , 列 的 置换 的 情形 下 被 群 G 
和 素数 p 唯一 确定 . 


(10.1.11) 定理 DEH Do = (dye) 的 列 向 量 线性 无 关 . 


证 记 V:=cfk(Gp): RW CV 是 由 IBr(G) 张 成 的 K FZE. 定义 域 
K 上 的 列 向 量 空间 U = ((dxp)xerrx(G) |$ € IBr(G)). W 


dimx U < |IBr(G)| = dimx W < dimx V. 


这 里 的 等 号 由 定理 (10.1.5) 推出 . 现 只 要 证 明 关系 dimy V < dim, U. 为 此 , 只 
要 找到 从 Y 的 对 偶 空 间 V* 到 U 的 单 射 对 于 ac v, 定义 列 向 量 r(a) = 
(a(X))xerrx(G)， 因 为 a(%) = @(D germ ey dxeg) = Dsersr(o) 4xo%(9), 所 以 
Tr(a) = 并 serar(G) a(g)(dxe)xskcx(G) EU. 于 是 , a ++ 7(a) 确定 从 V* 到 U 内 
的 K 线性 映射 . 如 果 r(a) = 0, BI a(%) =0, Vx € Irrx(G), 则 我 们 断言 : a = 0. 
这 因为 : ER f eV. 将 f 扩充 为 G 的 类 函数 户 . 因为 IIrk(G) 是 G 上 KK 
值 类 函数 空间 的 一 组 基 ( 见 定理 (3.1.8), 命题 (4.5.1) 和 推论 (4.5.12)), 所 以 可 写 
fi = 并 xerrx(c) oxX: TÆ, f = Lyer) txk 和 aff) = 0. 断言 得 证 . 因此 7 
是 单 射 , 这 推出 定理 的 结论 . a 


(10.1.12) 推论 对 于 de IBr(G), 必 存 在 满足 条 件 dyo £0 #5 x € Irrg(G). 
证 这 因为 由 定理 (10.1.11) 知 矩 阵 (dye) 没有 零 列 . 口 
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MEET x € lx (G), #0 x(1e) = 2&(lc) = Edreplta). 因此 存在 
b € IBr(G) 使 得 dxs + 0. 所 以 矩阵 (dyo) BASH. 


(10.1.13) 定理 设 p+lG|. 则 IBr(G) = Irrx(G). 


证 由 假设 p+ |G] 和 定理 (3.1.1) A: 群 代数 KG] 完全 可 约 . 故 |G| = 
dime kG] = Dpewn(aydeger)?. MR pi € Irrk(G) 提供 di € IBr(G), 则 
deg pi = 内 (1c). FÆ, 


2 
5 alos 5 xP > ( > asao) 
$E! 


%EIBr(G) xElrrx(G) xElrrK(G) IBr(G) 
= Ð ee)wde) SO drodi (5) 
四 REIBr(G) XEIrrk(G) 


根据 推论 (10.1.12) 和 事实 dxs e N (Vx € Irk(G), ¢ € IBr(G)) 知 : 


0, MRSA, 
ee z p WR ġ = p. 

由 (5) RAL (6) 式 中 的 所 有 不 等 号 全 为 等 号 . 现 有 Dy cteey(ay (dee)? = 1 
对 于 每 个 ye IBr(G), 存在 唯一 的 x 使 得 dxs #0, 此 时 有 dxp = 1. 进而 , 由 
(5) 式 可 见 : 对 于 每 个 X € Irr (G), 存在 唯一 的 $e IBr(G) 满足 ds 4 0. 
由 (4) 式 得 : x= X= o. 


函数 f : Gy — R 是 Braver 特征 标的 必要 条 件 是 : 对 于 G 的 任何 p F 
群 H, 限制 函数 fa 是 H 的 Brauer 特征 标 , 因此 也 是 H 的 通常 特征 标 . 容易 看 
出 : 每 个 $e IBr(G) 是 {2 | x € Irk(G)} 中 元 素 的 K 线性 组 合 . 下 面 要 证 明 比 
这 更 强 的 结论 . 


(10.1.14) 定理 每 个 $eIBr(G) 都 是 {2 | x EIrk(G)} 的 Z 线 性 组 合 . 


证 将 $ 扩 充 为 G 的 类 函数 f 使 得 f(g) = O(n), Vo e G. 只 要 证 明 : 了 是 
G 的 广义 特征 标 . 由 定理 (7.2.8) 知 : 只 要 对 G 是 初等 子 群 的 情形 证 明 本 结论 即 
可 . Rit G = P x Q, XE P Æ p R, Q Æp 群 .如果 geG, 写 g= zy 其 
Hoe PMyeQ DHA g hI p BAA p' 部 分 (IL 81.1). 则 f(g) = oy). A 
此 f = 1p x dq, 这 里 lp 是 P 的 单位 特征 标 , $e 是 $ 在 8 上 的 限制 . 据 定理 
(10.1.13) 知 : ye 是 Q 的 广义 特征 标 . TÆ, f 是 G 的 广义 特征 标 . Qo 


(10.1.15) 同 态 d 的 截面 由 定理 (9.4.1) 知 : 环 同 态 d : Go(K[G]) 一 


Go(k[G]) 是 满 射 . 我 们 要 构造 环 同 态 d 的 一 个 截面 , 即 满足 关系 式 d.c = 1 的 
环 同 态 


(6) 


a : Go(k[G]) 一 Go(K[G]). 
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设 f 是 Gy 上 类 函数 . 定义 G 上 类 函数 f 如 下 : 对 于 ge G， 
£'(9) = f(gp'). 


(10.1.16) 定理 (a) 如 果 f € Bch(G), 则 f' € che (G). 

(b) 映射 fH 站 定 义 了 从 Go(k[G]) 到 Go(K[G]) 内 的 环 同 态 , CARMA 
d 的 截面 . 

证 由 (10.1.4) 知 : f 是 IBr(G) 中 元 素 的 Z 线性 组 合 . 故 (a) 可 从 定理 
(10.1.14) 的 证 明 中 得 到 . 观察 f' 到 Gy 的 限制 等 于 f, 故 结论 (b) 由 (a) 推出 . 

g 
下 面 列举 一 些 群 的 Brauer 特征 标 . 
(10.1.17) 对 称 群 S4 回忆 对 称 群 Sa 的 特征 标 表 ( 见 (4.2.6)): 


要 确定 群 G = S, 在 char = p > 0 E p | |G| 时 的 不 可 约 Brauer 特征 标 . 
此 时 有 p=2 或 p=3. 

(a) char.k = 2 的 情形 . 存在 2 个 2' 类 : 分 别 是 La 和 (123) MERIIN. 
由 推论 (10.1.6) 知 : 有 2 个 不 可 约 表示 . 仅 有 的 1 次 表示 是 单位 表示 , 其 
Brauer 特征 标 等 于 加 = 1. 另 一 方面 , 次 数 为 2 的 不 可 约 K 表示 经 模 2 约 化 
后 变 为 pz, 其 Brauer 特征 标 po 在 元 素 (123) 上 取 值 -1. FÆ, po 不 是 2 个 次 
数 为 1 的 上 表示 的 扩张 (否则 就 有 各 = 2d. = 2), 故 不 可 约 . 因此 群 54 AA 2 
个 不 可 约 Brauer 特征 标 : $1 和 do. 


分 解 矩 阵 D 可 通过 将 特征 标 x1,… ,xs 在 Gp 上 的 限制 表 成 函数 #1 和 do 的 
线性 组 合 而 得 到 . 作为 Gp 上 函数 有 以 下 等 式 : 


X=X2= 和 Xs= 加 ， xXs=xX5=Gi tor. 
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»-(; 101 a 

00111 

对 应 于 pi 和 po 的 不 可 分 解 射影 模 的 特征 标 ©, 和 D TERE D 的 转 置 得 
到 : 


因此 得 到 : 


1 = X1+X2+X4+Xs, 
更 2 = X3 + X4 十 X5. 


对 应 的 表示 有 次 数 8. Cartan 矩阵 C= D .5D = (: 2) 的 行列 式 等 于 8. d; 
和 2 作为 Gy 上 函数 有 以 下 分 解 : 


= 4g) + 2¢2, 
D2 = 21 + 3¢2. 


(b) char.k = 3 的 情形 . 存在 4 个 3' 类 , 其 代表 元 为 : 1G，(12)，(12)(34)， 
(1234). 有 4 个 不 可 约 此 表示. 另 一 方面 , 特征 标 x1, x2, xa. Xs 的 模 3 约 化 仍 
然 不 可 约 : 前 2 个 次 数 为 1, 显然 不 可 约 ; 后 2 个 的 不 可 约 性 可 从 其 次 数 等 于 整 
除 群 阶 的 最 高 次 3 短 这 个 事实 得 到 ( 见 命 题 (9.5.10) (c)). 这 4 Brauer 特征 
标 两 两 互 异 且 不 可 约 , 分 别 记 作 91, 各, 9a, pa. 则 有 下 表 : 


由 于 作为 Gr 上 函数 有 等 式 xs = 1 +02, RATA MF RR D 和 Cartan 


矩阵 C: 
10100 2100 
01100 1200 

D= C=D.D= ， det(C)=3. 
00010 0010 et(C) 
00001 0001 


对 应 于 射影 不 可 分 解 模 的 特征 标 1, ..., 84 (I (10.1.2) (g)) 为 : 
更 1 一 X1 十 X3， B=x2+xs, Ba3=X4 ®4= xs. 
TE 关于 Bs 和 O, 的 简单 表达 式 , WAM (9.5.10) (c). 


“We ees SS = ee fie eee 
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(10.1.18) 交代 群 As 群 As 由 数 集 {1,2,3,4,5} 上 所 有 偶 置 换 组 成 ( 见 
(4.2.6)), 含 60 个 元 素 , 分 成 5 PEGE: 

单位 元 La; (12)(34) 的 15 个 2 MIEHET; (123) 的 20 个 3 MHIE; s = 
(12345) 的 12 个 5 IEIET; s2 的 12 个 5 MRA. 5 个 不 可 约 特征 标 xi, 
1<i< 5, 的 取 值 如 下 : 


1o [0964 | 23) | s | 
x1 1 1 1 1 1 
xa{ 3 | -1 o |z|z| 
xs | 3 -1 |o |z| z | 
xa | 4 o | 1 |- | 
xs| 5 1 |-1|olo 
wat 2 = LENS pa y = LA, 设 ps 是 hs 的 以 x 为 特征 标的 表示 , 1 <i < 5 
则 
pi: 单位 表示 ; 


pa 和 ps: ÆR QW5) 中 实现 并 在 域 Q LIN 2 个 3 次 表示 .注意 
{ 土 1} x As 同 构 于 型 Hs 的 Coxeter 群 , 其 Coxeter 生成 元 rı = (—1, (14)(23))， 
T2 = (—1, (12)(45)), rs = (一 1,(12)(34)) 满足 关系 式 (rira)5 = (revs)? = (murs)? = 
1. 则 oa 恰 为 该 群 的 反射 表示 和 在 子 群 As S {1} x As 上 的 限制 , 而 ps 等 于 
和 与 该 群 的 符号 表示 的 张 量 积 在 子 群 4s 上 的 限制 ( 见 Bourbaki [2], Ch. VI, 
p.231, ex.11). 


pa: 在 域 Q 中 实现 的 4 次 表示 , 由 As 在 {1,2,3,4,5} 上 的 置换 表示 中 去 掉 
单位 表示 而 得 . 


ps: 在 域 Q 上 实现 的 5 次 表示 , 由 As 在 其 6 个 5 阶 子 群 上 的 置换 表示 中 
去 掉 单 位 表示 而 得 . 


按 情形 p = 2,3,5 分 别 确定 As 的 不 可 约 Brauer 特征 标 . 


(a) char.k = 2 的 情形 . As 有 4 个 2' SHES, 因此 有 4 个 不 可 约 Brauer 特 
征 标 , 其 中 2 个 显然 : 单位 特征 标 ; x4 在 Gor 上 的 限制 ( 见 命题 (9.5.10)(c)). 另 
一 方面 , 作为 Gy 上 函数 , 有 等 式 x2 + xs = xX + Xs. 2 个 3 次 不 可 约 表示 的 
模 2 约 化 是 可 约 的 (由 于 V5 ¢ Qe, 它们 的 特征 标 在 2 进 数 域 Q。 EIH). 它们 
之 中 的 每 一 个 在 Go(k[G]) 中 分 解 为 单位 表示 和 一 个 2 次 不 可 约 表 示 的 和 . 此 时 


As 的 不 可 约 Brauer 特征 标 91, $2, 3, ‰ 由 下 表 给 出 : 
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[gs [ 4] 2 
作为 Gz 上 的 函数 , 有 等 式 


=o, X2=¢itd,, xs=ditds, MX 一 和 办，X5 一身 十 加 十 各. 


BBE D 和 C 如 下 : 
11101 4220 

p-|0 2292] gil? 22°] ayy aa 
00101 2120 
00010 0001 


(b) char.k = 3 的 情形 . As 有 4 个 不 可 约 k 特征 标 , 分 别 为 次 数 等 于 1, 3, 
4 (其 中 次 数 3 的 有 2 个 ) 的 不 可 约 R 表示 的 模 3 约 化 . 进而 , 作为 Ga 上 函数 
有 等 式 xs = Xi 十 X4. 因此 有 


o 


， det(C) = 3. 


o 


0 0 
0 0 
1 0 
0 1 


oom 
noom 
roo 


002 
(c) char.k = 5 的 情形 . As 有 3 TARA k 特征 标 , 分 别 是 次 数 等 于 1, 3, 5 


的 不 可 约 R 表示 的 模 5 约 化 (其 中 2 个 次 数 3 的 不 可 约 R 表示 有 同 构 的 模 5 
约 化 ). 进而 , 作为 Gs, 上 函数 有 等 式 xa = Xi + Xs. 因此 有 


10 210 
10], C=|1 3 0], det(C)=5. 
0 1 001 


习 题 


1. 本 题 不 假定 群 G AR, 也 不 假定 char.k # 0. 

(a) REAM EE' PEM KG) 模 . 设 对 于 每 个 se G, 关于 不 定 元 全 的 多 项 式 det(1+sgT) 
和 det(1 + sg'T) 都 相等 . 证 明 : ES E' (提示 归结 到 k 是 代数 闭 域 的 情形 , 然后 参照 定理 
(10.1.5) 的 证 明 部 分 (a) 的 方法 ). 
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(b) 如 果 E ERM k[G] 模 , 且 所 有 的 sg, s EG, 都 是 敌 么 变换 ( 称 巨 上 线性 变换 7 为 
ADB, 如 果 存 在 某 上 eN 使 得 (7 — 1e)" = 0), M G 平凡 地 作用 在 E t (Kolchin 定 
理 ). 

2. Št H < G, UL BU A X Brauer 特征 标的 k[H] 模 . 定义 Gy 上 类 函数 X 如 下 : 


faa: MR z € H, 


c = 
we) o wWRzEG\H. 


E iwry™), VreGy, KB Az) = 
vee 
证 明 : AS 是 诱导 k[G] 模 LS 的 Brauer 特征 标 . 

提示 “由 $4.2 知 : 存在 HOY RR 广义 特征 标 使 得 天 = 和. WS = pv, p p 
和 vw 分 别 是 由 KIH] 模 M 和 N 提供 的 特征 标 . 于 是 d([M] — [N]) = [L] € Go(k[H]). A 
X d $ Indy 可 交换 , 所 以 d([MS] - [NS]) = [LF] € Go(k[G]). 由 (10.1.2)(f) 知 : LS 的 
Brauer 特征 标 是 (u 一 v)S|e,, = A°. 

3. & H < G, Ç € Bch(G), € € Bch(H). 证 明 : 

(a) Cla, € € Bch(H) FI ¢ -£F € Bch(G). 

(b) ¢-€% = (Cluy :69 € Bch(G). 

提示 “利用 习题 2 与 定理 (5.2.4) 的 证 明 . 

4. 设 D 是 群 G HAE. 则 DiD =C 是 G 的 Cartan 矩阵 (C 的 行 与 列 均 以 


TBr(G) 作 指 标 集 ). 对 于 we cfx(G) U ctx (Gy), 18 (Wy = Tey Lacey HYE). 


定义 矩阵 T = ($, Y)p Jover). 证 明 : r = Cu. 

提示 Üt Xo BH G 的 特征 标 表 中 对 应 于 p IRR, 设 Y 是 群 G 的 Brauer 
特征 标 表 . 证 明 : Xo = DY. 

5. 回忆 (10.1.8) 里 的 记号 cfx(G; Gy). 证 明 : 

(a) {9y | 9 € IBr(G)} 形成 向 量 空间 cfk(G; Gp) 的 一 组 K 基 . 

(b) 如 果 x € chk(G) 站 cftk(G;Gz), W x TEH {, | pe IBr(G)} BGR Z R 
性 组 合 . 

6. (a) 证 明 : 群 G 的 二 个 Brauer 特征 标的 乘积 仍 是 G 的 Brauer 特征 标 . 

(b) 设 p,n € IBr(G). 定义 G 上 类 函数 2 MF: E(z) = 名 op(z)p(z), MR ze Gy; 
E(x) = 0, 如 果 ze G\ Gy. HR: E 是 {Bs | v € IBr(G)} 里 元 素 的 非 负 整 线性 组 合 . 

(c) 设 p,p € IBr(G). HEB: 6%, 是 {% | v € IBr(G)} 里 元 素 的 非 负 整 线性 组 合 . 

(x) 

7. (a) Ree G AM p € IBr(G). 证 明 : Cap 

(b) 对 于 任何 = E Gy, 定义 集合 Sy (x) = {9 EG | gp ~G 1}, 称 之 为 G HT p' 
RE. 证明: G 的 一 个 p RE Sy (x) 上 的 特征 函数 y ( 即 7 在 Sr'(z) 上 取 常 值 1 而 在 
G \ Sp (£) 上 取 零 值 ) 是 Irrx(G) 里 元 素 的 R 线性 组 合 . 

提示 记 7 = Dyce)? BEG 是 yp 在 G 上 的 零 扩充 , av € K. UR: 

= 

ae = (7, %0)p = ia Lyee, nse) Gey?) = = Tyecis) PY) = Ve 
VƏ € IBr(G), 然后 利用 (a) 的 结论 及 $ 是 Irrx(G) 里 元 素 的 Z 线性 组 合 的 事实 . 


a 
IH| 


ER. 
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8. EX Gy 上 函数 lo, 如下: lcv (9) = 1, Yg € Gy. 证 明 : 1c, 属于 Bch(G) ( 称 
之 为 G 的 Brauer 主 特征 标 ), 且 Vy € Bch(G), la, 是 yy” 的 不 可 约 分 量 . 

9. 设 yy € IBr(G). 证 明 : pbo = Derma) ry, 这 里 ay 是 p 在 Brauer 特征 标 
yu" 里 出 现 的 重 数 . 

10. (Brauer 特征 标的 Brauer 诱导 定理 ) 证 明 : Bch(G) = Dyce Bch(H)°, RHE 
是 G 的 所 有 初等 子 群 组 成 的 集合 , Bch(H)S = {AF | A € Bch(H)}. 

WR WEM (7.2.1) 知 : lo = Darl, 这 里 a € Z, A; € che (Hi), Hi € E. 限制 到 
Gy 得 (lc)cw = Eafe,- 证 明 : Ailn), © Bch(Hi) 和 Mile, = Adry )S. 利用 
习题 2 的 结果 证 明 : Brauer 特征 标 (1c)cw 是 {(Bch(H)9 | Hi € E£} 中 元 素 的 Z 线性 组 
合 . 最 后 利用 习题 3 与 定理 (7.2.1) 的 证 明 思路 完成 证 明 . 


§10.2 块 的 理论 


当 p| |G) 时 , 块 的 理论 是 Brauer 模 表 示 理 论 的 核心 . 对 于 每 个 x € Irrk(G)， 
存在 代数 同 态 wx : Z(K(G]) — K ( 见 §4.4). 函数 wx 由 其 在 类 和 F 上 的 值 
所 完全 确定 , 这 里 {F = Laert | F E Cl(G)} 形成 Z(K[G1) 的 一 组 K Æ (本 
PERME UF SAL PHM, 而 以 对 应 的 罗马 体 字 母 记 相应 的 类 和 ). 值 
wy(F) 属于 R ( 见 定理 (4.4.5)). 


(10.2.1) 定义 对 于 x,wEelIrk(G), 5 x~ y, 如 果 wx(F) = wF), VF € 
CG). 这 建立 了 集合 Irrk(G) 上 的 等 价 关系 . 


(10.2.2) 定义 SEG 的 pK (AMAR) 是 满足 以 下 条 件 的 非 空 集 BC 
Irk(G)UIBr(G): 

(a) B 门 Irrk(G) 是 关于 关系 ~ 的 一 个 等 价 类 . 

(b) BA IBr(G) = {¢ € IBr(G) | HK x € BIrrk(G) RAF dys #0} ( 见 
§10.1,(4)). 

(10.2.3) 定理 4 x,y € Irrk(G). 则 x P y BTM p 块 当 且 仅 当 
wx(0) — wy(C) € m, 这 里 C Hue G 的 类 和 . 


证 “ 当 ” 部 分 的 结论 显然 . 现 要 证 明 “ 仅 当 ” 部 分 . 设 x ~ y. 固定 类 和 C. 
令 a= wx(C) —wy(C). 只 要 证 明 : 存在 某 n € N 使 得 an e m ( 因 极 大 理想 m 
是 根 理想 (radical ideal), 这 推出 ae m). 令 9 = GalQ(e)/Q@ 和 oe9, 这 里 ce 是 
本 原 |G| 次 单位 根 . 则 等 式 e = em 对 于 某 与 |G| 互 素 的 m eN 成 立 . 设 9eC 
与 C HIMES). 则 x(g)” = x(g"). 因为 (g) = (0), 所 以 ICc(9)| = 
|Ca(g™)|. B L ÆA gm HIPH. 由 84.4, (1) 式 推出 wx(C)” = w,(L). 
类 似 地 , 有 wy (C)? = wy(L). 因此 由 x ~ y 可 推出 a = w,(L) -wy(L) € m. 
令 f(z)=Tlseo(z 一 0). W f(x) € (QNA)[z] = Zz}. HF a em, Yo € G, & 
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项 式 f 的 除 首 项 系数 之 外 的 所 有 系数 都 属于 m 门 Z = pZ. 于 是 , 0 = f(a) =a" 
(mod m), 这 里 n = |G]. 证 毕 . a 


(10.2.4) 尽管 由 p 块 的 定义 知 : 每 个 x € Irrx(G) 属于 唯一 p 块 , 但 是 ， 
“ 这 种 划分 是 否 也 适用 于 IBr(G) 里 的 元 素 ? ”就 不 很 明显 了 . 为 了 解决 这 个 问 
题 , 我 们 要 将 G 的 p 块 同 k[G] 的 中 心 Z(k[G]) 联系 起 来 ， 将 模 m 约 化 映射 
m: R 一 扩充 为 环 同 态 一 : RIG] 一 * k[G] 使 得 了 = g, Yg € G, 这 里 将 RIG] 
的 元 素 看 作 G 中 元 素 的 尽 线性 组 合 . 因为 类 和 F, F € Cl(G), 形成 Z(K[GI) 的 
K 基 , 所 以 其 像 F 也 形成 Z(k[G]) 的 大 BE. 这 推出 Z(RIG]) = RIGIN Z(K[G)) 
被 一 PRB) Z(k[G]) 上 . 

Wit x € Irk(G). W wx 将 Z(R[G)) BRB) RA. EXA wy : Z(k[G]) 一 
k 使 得 D,(2) = wx(z)，Yz € Z(RIG]). 这 样 的 定义 是 有 意义 的 : 如 果 21,22 € 
Z(R|G)) 满足 zı = Z2, 则 2 - z2 的 系数 属于 m, 因此 wx(z1 一 22) = 0. 容易 验 
证 : Oy 是 代数 同 态 . 如 果 x,y € Irk(G), W ay = 37 SAMY x ~ y, 即 当 
且 仅 当 x 和 消 属 于 相同 的 p 块 . 令 BIG) 为 群 G 的 p 块 集合 . 对 于 Be BIG), 
Wid Ap := Wy, KH x Æ BA Ire (G) 里 任意 选取 . 则 由 定理 (10.2.3) 推出 : 


(10.2.5) 推论 B= Ag 是 从 BUG) 3] k RAM AKRS Homaig(Z(k[G]), k) 
内 的 1-1 对 应 . 


(10.2.6) 定理 设 $eIBr(G). N) p ÆFR—t k B E BUG). 如 果 (p,V) 
是 提供 Brauer 特征 标 ġ th k ÆT, 则 p(u) = AB(u)lv, Vu € 2Z(k[G]), 这 里 1y 
AV 上 恒 等 变 换 . 


证 由 推论 (10.1.12) 知 : 存在 某 Xx € Irrk(G) 使 得 dyo 4 0. BR B € BIG) 
Ax Woe B. 设 G 的 上 表示 p 提供 Brauer 特征 标 o. 如 果 我 们 能 证 明 : 
p(u) = 和 B(w)1v,Vu € Z(k[G]), 则 该 等 式 唯一 确定 了 Av, 因而 由 推论 (10.2.5) 知 
它 也 确定 了 B. 令 7 为 G 的 提供 特征 标 x 的 K 表示 . 则 存在 G 的 大 表示 也 使 
得 din) = 园 , 且 吉 提供 Brauer 特征 标 文 ( 见 (10.1.2) (f)). 由 IBr(G) 的 线性 无 
关 性 (WEM (10.1.5)) A: p 作为 7 的 分 支 有 重 数 dxs > 0. 现 令 u € Z(k[G]). 
则 存在 某 2 € 2Z(R[G]) 使 得 u =z. FR, 


7(u) = n@) = &x@)lv) = (Wly = Ma (Wlv. 


由 于 p ÈI DX, 定理 得 证 . 口 

(10.2.7) 定义 群 G 关于 素数 六 的 Brauer 图 是 这 样 的 一 个 图 , CHT 
点 集 是 Irrk(G); 二 个 顶点 xY € Irrk(G) 以 边 相 连 , 如 果 存 在 某 $ E IJBr(G) 使 
FE dxe FOF dyg. 
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如 果 x Hl y 通过 o € IBr(G) 相连 , 则 x 和 属于 同一 个 p 块 ( 记 作 B), 
由 定理 (10.2.6) 知 B 是 含有 # 的 唯一 p BR. 这 推出 : 

(10.2.8) 推论 对 于 Be BIG), 集合 B 站 Irrk(G) 是 Brauer 图 的 一 些 连 
通 分 支 的 顶点 集 之 并 . 

下 面 要 证 明 更 强 的 结论 : B 门 Irrx(G) 是 Brauer 图 的 单个 连通 分 支 的 顶点 
集 . 

(10.2.9) 定义 对 于 peIBr(G), 定义 

= Yo dex 


xe€lerx(G) 


(10.2.10) 引 理 AC Irrk(G) 是 Brauer 图 的 一 些 连通 分 支 的 顶点 集 之 
并 , 定义 集合 B= {9 € IBr(G) | dyg #0 HFK xE A}. HY EG # rE Gy. 
则 
E x@)x) = > o@) Foy) (1) 
xEA EB 


证 据 块 的 定义 (10.2.2) 知 : 集合 AUB ER G 的 一 些 块 之 并 . 对 于 Xe A, 
有 dy, = 0, Vu € IBr(G) \ B. 因此 由 §10.1,(4) 式 得 : 


x(t) = > dxsgz)， VreGp. 
geB 


如 果 ¢ € B, I deg = 0, VE € Irrk(G) \ A. 因此 由 (10.2.9) 得 : 


Bely) = J dex), VyeG. 
xEA 


这 推出 : 
E xaxa) = 》 dodl@)x™) = 》 bz) Bo). 口 
geB 


xEA XE. 
9EB 
(10.2.11) 推论 对 于 peIBr(G) 和 yeG\Gp, 有 等 式 doly) = 0. 进而 ， 
群 G 的 任意 Sylow p FH P 的 阶 数 |P| 整除 O5(1c). 
证 SreGy. We My 在 G BAIR. 由 定理 (4.2.5) ( 即 特征 标的 第 二 
正 交 关 系 ) 知 : 
E xaxa) =0. 


xElrrx (G) 
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将 引 理 (10.2.10) 用 于 情形 A = Irx(G) 和 B=IBr(G) 得 : 
E ge) = 0. (2) 
9gEIBr(G) 
因为 等 式 (2) 对 于 任何 z e Gy 都 成 立 , 所 以 由 IBr(G) 的 线性 无 关 性 知 : 
Bo(y-!) = 0, Vp € IBr(G). HF y 属于 G\ Gy 当 且 仅 当 y-! 属于 G\Gy, 等 
式 O4(y) = 0 对 于 所 有 ¢ € IBr(G) 和 ye G\Gp 都 成 立 . 第 二 个 结论 可 由 等 式 
IPK(®o)P, 1P)P = IPI: fpj Duce 84(2) = ssGle) 和 ((gejP,lp)PsZ 得到. 口 


(10.2.12) 推论 (BREZ) 设 zeGr,yeGNGr # Be BUG). M 


5 xaxa) =o. (3) 

XxEB fNlrrx(G) 
证 在 引 理 (10.2.10) PR A = IrrK(G)NB M B = Br(G)NB. 由 推论 
(10.2.11) $1: Bp(y-!) = 0, Y € IBr(G). 故 (3) 式 从 (1) 式 推 得 . a 
(10.2.13) XİF x € Inrn(G), > ex € Z(K[G)) 为 x 所 对 应 的 本 原 客 等 元 : 
ex = “aD xr 1)9  (RÆĦ (4.2.1)). (4) 


一 般 而 言 , ex 不 如 居于 关于 p 的 局 部 整数 环 RIG). 所 以 不 总 能 对 ex 施 以 
模 m 约 化 映射 一 而 得 到 k[G] MAAR TC. 因为 Irrk(G) 里 的 x Ay ME 
正 交 关系 exey = 0 (I $4.2.), 所 以 Z(KIG]) 里 的 不 同 短 等 元 ex 的 和 仍 是 守 等 
元 . 我 们 要 考 虚 宕 等 元 的 这 种 和 式 , CWE RG) E. 

(10.2.14) 定理 (Osima) it AŽ Brauer 图 的 一 个 连通 分 支 的 顶点 集 . > 
f= Dyeatx: B Í= Epec, HP ag EK. 则 

(a) ag = (HIGI) Exea x(1e)x(97?). 

(b) ag E€ R, Yg EG. 

(c) ag = 0 eR p | o(9). 

TE 结论 (a) AFR e 的 表达 式 (4) 直接 得 到 . 由 (a) 和 在 公式 
(1) 里 取 z= lc 与 y=9 得 : 


= Gy B00), 
这 里 B= {$e IBr(G) | dyo # 0 对 于 某 x € A}. WÈ p | olg), 则 由 推论 (10.2.11) 
得 : Bs(g-!) = 0, 这 证 明了 (c). W pt olg). 由 (a) 和 在 公式 (1) BR > =g 
与 y= lc 得 : 
ae 一 a DY Ss(1e)¢(97?). 
geB 
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再 由 推论 (10.2.11) 知 : By (1) 可 被 整除 |G| 的 最 高 次 了 等 整除 . 因此 oa 
ER. 由 于 9(g-!) € R ( 见 (10.1.1)), 这 推出 oo € R, (b) 得 证 . 

(10.2.15) 定理 (a) Brauer 图 的 连通 分 支 的 顶点 集 恰 为 形 如 Irrk(G) 站 B 
(B € Bl(G)) 的 集合 ; 

(b) 每 个 满足 于 .eA ex € RIG] 的 集合 AC Irrk(G) 是 形 如 Irrx(G) 败 B 
(B € B1(G)) 的 集合 之 并 . 


证 先 证 明 (b). 设 x € Irrx(G) 所 对 应 的 表示 是 (p,V). W plex) = 1v, 

E pley) = 0, Ve € Irrk(G) \ {x}. FÈ, wx(ey) = õxy, Yx Y € Irrk(G). 由 假 
HA f := Eese € RIG). & x € Imrx(G). W x € A 当 且 仅 当 wx(f) = 1; 
x g A 当 且 仅 当 wx(f) = 0. FE, Xe A EDX ulf) #0. WE B € BUG). 
则 值 OF) 当 x 在 Irx(G)mB 里 变动 时 保持 不 变 . 这 表明 A 是 一 些 形 如 
Irrk(G) 门 B 的 集合 之 并 , 其 中 每 个 Irk(G) 仆 B 都 含有 满足 w) #0 HE x. 
(b) 得 证 . 现 设 4 是 Brauer 图 的 一 个 连通 分 支 的 项 点 集 . 由 定理 (10.2.14) (b) 
知 : Dyeaex € RIG). 因此 由 (b) 知 4 是 形 如 Irr(C)NB 的 集合 之 并 .由 推 
论 (10.2.8) 知 : 每 个 Irx(G) 门 B 是 Brauer 图 的 一 些 连通 分 支 顶点 集 的 并 . 这 
表明 A 本 身 是 某 一 个 Irkx(G) 门 B. (a) 得 证 . 口 


至 此 我 们 已 得 到 关于 集合 BO ern (G) 的 如 下 几 种 等 价 描述 : 


(10.2.16) 定理 关于 AC Irrk(G) 的 以 下 描述 等 价 : 

(a) HEX B € BUG) 使 得 A= BIrrk(G). 

(b) A 是 关于 关系 ~ 的 一 个 等 价 类 . 

(c) AX Brauer 图 的 一 个 连通 分 支 的 顶点 集 . 

(d) 4 是 Irrk(G) 的 满足 关系 D ea ex E RIG] 的 极 小 非 空子 集 ， 


l (a) 与 (b) 的 等 价 性 由 块 的 定义 直接 得 到 . 然后 由 定理 (10.2.15) (a) 推出 
(a) 与 (c) 的 等 价 性 . 最 后 , 由 (a) 与 (c) 的 等 价 性 以 及 定理 (10310-10219) 
推出 (a) 与 (d) 的 等 价 性 . 


以 下 结果 强化 了 定理 (10.1.14). 


(10.2.17) 引 理 设 B € BI(G), $ € IBr(G)NB. A $ 是 形 如 Xx € 
Irrx(G) 门 B) 的 Brauer 特征 标的 Z 线性 组 合 . 


证 据 定理 (10.1.14) 知 : 存在 by < Z 使 得 $ = Demeti S o= 
on + bo, 这 里 


s= E b » w= J, bà 


xelrx( OMB xElrrx(G)\B 
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将 ‰ 和 po 分 别 写成 B(G) 里 元 素 的 线性 组 合 . 由 块 的 定义 知 : Bx € 
Bmnrrx(G) # u € IBr(G) \ B Bt, A dyu = 0. K de 是 BNIBr(G) 里 元 
素 的 线性 组 合 . 4 x € irx(G)\ B A p € BY IBr(G) Bt, A dyu =0. E po Æ 
1Br(G) \ B 里 元 素 的 线性 组 合 . 于 是 , 由 IBr(G) 的 线性 无 关 性 知 : ¢ = dn. O 

(10.2.18) 定理 it B € BlG),XxeBnmnrrk(G)， 则 |BmrIrx(G)| > 
|B(\IBr(G)|, 且 以 下 条 件 等 价 : 

(a) IBmIrx(G = |B NIB:(G)|. 

(b) pt (IGI/x(1e)). 

(©) BN Irrx(G) = {x}. 
当 等 价 条 件 成 立时 , 有 等 式 B 门 IBr(G) = {2}. 

证 设 D = (dxs) 是 分 解 矩阵 , 由 定理 (10.1.11) A: D 的 列 向 量 线性 无 关 . 
设 Ds 是 其 行 与 列 的 标号 都 对 应 于 B 中 元 素 的 子 和 矩阵. 由 块 的 定义 知 : 对 于 每 
Ñ $E BNIBr(G), D 的 以 标号 的 列 向 量 在 子 矩阵 De 外 的 分 量 都 是 零 . 这 
个 事实 与 D 的 列 向 量 的 线性 无 关 性 一 起 可 推出 De 的 列 向 量 也 线性 无 关 . 于 
是 , Ds 的 行 数 不 少 于 其 列 数 , 即 |B 门 Irrx(G)| > 1B 门 IBr(G)|. 现 设 (a) 成 立 . 
则 Ds 是 可 北方 阵 . 令 Dz" = (apx), 这 里 ¢ € BNIB(G), x € BNIrrk(G). A 
定 xelIrk(G) 几 B. WA 


agxo = > 
ġ$EB () IBr(G) €EBNIrrk(G) \$EBNIBr(G) 
这 二 个 等 式 成 立 是 由 于 


B= J, dvb, D dagy = dex 
EB fNirrx(G) $EBfNIBr(G) 
因此 x 是 Dy 的 线性 组 合 , HEHE (10.2.11) 9: x Æ G \ Gp 上 取 零 值 . 因此 对 
F G 的 任何 Sylow p 子 群 P, 有 


1Pl.P,lzjP=1P|- a E xla) = x(10)- 
zeP 


dsan) =x. (5) 


由 于 (xp,1p)p € Z, 这 推出 |Glp | x(1G). 又 由 定理 (4.4.6) 得 : x(La) | IG]. 这 
证 明了 (b). 再 设 (b) 成 立 . 则 由 定理 (4.2.1) 得 : 


“= 80 D xig € RIG. 
9EG 


由 定理 (10.2.15)(b) 得 : BN Irrx(G) = {x}, (c) 得 证 . 最 后 设 (c) 成 立 . 则 
0 < |IBr(G)NB| < [Erk (ANBI= 1, 
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这 推出 (0). 于 是 , 条 件 (a) 、(b) 、(c) 之 间 的 等 价 性 得 证 . 现 设 IBr(G) NB = {4} 
与 Irk(G) 门 B = {x}. 由 引 理 (10.2.17) 知 : FER b E Z 使 得 o = dg. 于 是 ， 
X= dyob = dygbX. BK dygh = 1. 由 dye € N HEH b= 1, 进而 , ọ = x. 口 
我 们 要 运用 定理 (10.2.14) 导出 G 的 p 块 与 代数 Z(kfC]) 之 间 的 进一步 关 
系 . 
(10.2.19) 定义 对 于 B € BUG), 5 fe = Eesnime) 称 之 为 
Osima WT. 


由 定理 (10.2.16) 知 : fp MLE Z(RIG]) 里 . 令 es = fa € Z(k[G]). W 1r, le 
分 别 记 代数 RIG), kfG] 的 恒 等 元 . 

(10.2.20) 定理 i B,B' € BI(G), z € Z(k[G]). WA 

(a) As (es) = See. 

(b) en HASRFA; 4 BAB 时 有 epep = 0. 

(c) eB 是 G thë p KRAM KH k 线性 组 合 . 

(d) Z seso) ea = 1r- 

(e) 如 果 Ap(z) =0, YB € BUG), 则 z 是 畴 零 元 . 

(f) B = Ap 给 出 从 集合 BI(G) 到 Homag(Z(k[G]), k) 的 双 射 ( 见 推论 
(10.2.5)). 

(g) Z(k[G]) 的 每 个 非 零 固 等 元 是 一 些 形 如 eB HEAL A. 


证 将 84.4 里 所 定义 的 代数 同 态 wx 从 复数 域 推广 到 一 般 的 特征 零 的 域 K 
上 , Bil wy: Z(K{G)) — K. RATA: 


wx(ey) =ðxx YXX Elrg(G) (Wh §4.2 45 $4.4). 
这 推出 : 对 于 x € Irk(G) 和 B’ € BUG), 有 


1, WR xeEP', 


wx(fa’) = “a 如 果 x¢ B'. 


MER x € B, M) ox = Aw (F (10.2.4). (a) 得 证 . 

由 fefe = dee fe 推出 eger = 6BB'eB. 又 由 和 Bp(es) = 1 推出 ea # 0. 
得 (b). 

(c) 可 从 定理 (10.2.14)(c) 直接 得 到 . 

因为 Lses) 如 = Dxerrx(G) ex = 1r, 所 以 Leener = Tr = 1. 
(d) 得 证 . 
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设 ze Z(k{G]) 满足 (e) 的 假设 条 件 . S (n, V) 为 G 的 不 可 约 k 表示 , 其 提 
供 Brauer 特征 标 ġ € IBr(G) 门 B. REM (10.2.6) 知 : n(z) = Xe(z)lv = 0. A 
此 z € Rad.k[G] BASIC. 这 证 明了 (e). 

BLA: ZEG) — k 是 代数 同 态 ， 则 Ker 和 在 Z(k[G]) 里 有 余 维 数 1, 
Z(k[G]) = Kerà +k- 1x, A 由 Ker 和 所 唯一 确定 . 如 果 A F rz, 则 Ker Xe £ 
Kerr. X zp € KerAp 使 得 和 (zp) # 0. ABE A ¢ {An | B € BUG)}. 令 
z = TIpenyay28- W Xe(z) = 0, VB € BUG). 由 (e) Al z RHEL, 它 在 从 
2(k[G]) 到 k 的 任何 代数 同 态 下 的 像 均 为 零 . 但 是 , 和 (z) = Teno Mew) #0, 
引起 矛盾 . 因此 必 有 和 € {s | Be BUG)}. FÆ, 由 推论 (10.2.5) 得 (f). 

S ec 2(k[G]) WARSI. 则 由 (d) 得 : 


= eacatajeB = Denney’? i 


只 要 证 明 : 对 于 任何 固定 的 Bc BUG), FR ees = 0 和 eeg = eg 之 中 必 有 一 个 
成 立 . Beep ¢ 0. WHF ees PÆRE, E As (een) = 0, YB' € BUG) \ {B}. 
因此 有 An(cen) 4 0, 这 与 ees 是 寡 等 元 的 事实 一 起 推出 : Xe(ees) = 1. 进而 推 
Hi: Aa'(es(le — e)) = 0,YB' € BI(G). 由 (e) 知 : es(lc — e) € Rad. k[G] BRE 
元 . 但 es(lc —e) BERST. 因此 es(lc — e) = 0, Bil eeg = ep. (g) 得 证 . O 


(10.2.21) 对 于 A = 2Z(R[G]), 存在 分 解 14 = el +… 十 em, 其 中 ep 
1<i<m, 是 4 里 两 两 正 交 的 中 心 本 原 寡 等 元 ( 见 86.2). 这 给 出 A = Z(k[G]) 
中 对 应 的 分 解 1 元 = er +++ +m, HP GT, ... . Em 是 k[G] 的 中 心 本 原 寡 等 元 . 
反之 , 14 € A 的 这 种 分 解 可 提升 为 14 的 相应 分 解 . 

我 们 有 唯一 分 解 式 : 


RÍG) =B ®---©Bm (3È Kk[G] = Bi o---@ Bm), (6) 


这 里 B; = RIGle (或 B; = k[G]&) 是 RIG] (或 k[G]) 的 以 e; (MG) 为 恒 等 元 
的 不 可 分 解 双边 理想 . 
可 以 证 明 : 这 些 e; 正 是 定义 (10.2.20) 里 的 Osima HFT (见习 题 4). 
因此 可 称 Bi( 或 Bi) 为 RIG] (或 k[G]) 的 块 理想 , 称 e; (3R z), 1 < i <m, 
为 RIG] (或 k[G]) KREST. 


> a 


在 本 组 习题 里 , 我 们 总 设 定 p 模 系统 (K, R,k) 里 的 域 K 关于 群 G 充分 大 . 

1. 设 G Æ p' 群 . 证 明 : G 的 每 个 p 块 只 含 叭 一 的 不 可 约 Brauer 特征 标 . 

2. 设 G 是 p 群 ,证 明 : G 只 有 一 个 pk (该 结论 可 推广 到 更 一 般 的 情形 , 见 推论 
(10.3.12)). 
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3. (e) 设 yp,9 € IBr(G) 属于 不 同 的 p 块 . 证 明 : Doce, o(z)0(e™*) =0. 

(b) 设 xo € Irrx(G) 属于 不 同 的 p 块 . 证 明 : Dice, x(z)b(2-*) = 0. 

4. 证明: RIG] 里 的 中 心 本 原 寡 等 元 e《〈 见 (10.2.21)) 等 同 于 (10.2.19) 里 所 定义 的 
Osima #70. 

5。 称 不 可 分 解 射 影 kjG] BU, U' 是 连接 的 , 如 果 存 在 不 可 分 解 射影 kG) 模 序列 
U, = UU2,… ,Um = U' BBV < i< m, U; M Uin 至 少 含有 一 个 相同 的 合成 因子 . B 
然 , 连接 关系 是 等 价 关系 . 证 明 : E, E' e rrk(G) 的 射影 包 Pe 和 Per 连接 当 且 仅 当 Brauer 
特征 标 je 和 bs, 属于 同一 p 块 . 

提示 “每 个 不 可 分 解 射影 kG) 模 对 应 于 kG) 的 一 个 不 可 分 解 射 影 左 理想 , 后 者 由 本 
ERGER (I §4.2). 设 不 可 分 解 射影 kG) 模 的 连接 类 个 数 为 v. 设 {D1,… , Do} 是 
k[G] 的 满足 以 下 条 件 的 左 理想 集合 : 每 个 Di 是 属于 单个 连接 类 的 所 有 不 可 分 解 射影 左 理 想 
的 和 ; 不 同 的 Di 对 应 于 不 同 的 连接 类 . 首先 证 明 : DiD; = 0, Yi ¢ j. 接着 证 明 : Di,...,Dv 
是 k[G] 的 满足 等 式 kG] = Di @ … @ Dy 的 双边 理想 . 再 证 明 : D1,.…., Du 都 是 k[G] 的 
块 理想 . 

6. (a) 设 Gi 和 Ga 是 二 个 有 限 群 ; e1, e2 分 别 是 k[G1] 和 k[Ga] HRA TC. 证明: 
e1 Qez FE k|G1 x Ga] S k[G1] @ kG2] HREF. 

(b) 证 明 : 在 (a) 中 将 域 k 换 成 环 R 后 其 结论 仍然 成 立 . 

7. 设 Gi 和 G2 是 二 个 有 限 群 ; {Gi,. Cami} 和 【62 ,Cama} 分 别 是 Irrx (Gi) 
和 Irrk(G2) 里 的 p RRA. 证 明 : {C1 - Coy | 1 < i< m1l<j< m2} 是 Irrk(G1 x G2) 
里 的 p 块 集合 . 

8. 设 B € BG). 

(a) BE (p,V) 是 以 x € Irrx(G) 为 特征 标的 单 K[G] 模 ， 证 明 : x € B 当 且 仅 当 
faV=V;4x¢ BINH fpV =0. 

(b) 设 (7, M) 是 以 pe IBr(G) X Brauer 特征 标的 单 k[G] 模 . TER: pe B 当 且 仅 当 
esM =M. 4 ọ ¢ B 时 有 epM =0. 

9. & B € BUG). 证 明 : 由 k[G] 模 esk[G] 提供 的 Brauer 特征 标 等 于 

xx. 
xelerx(G) NB 

提示 “利用 习题 8 (b) 的 结论 . 

10. 设 geecfk(G),zeKIGl Ml B € BUG). 记 ge = 并 xceannrx(al(9,X)X. 证 明 : 
ge(z) = 0( fsz). 

BR ARIE 8, (a) 的 结论 . 


§10.3 p 块 及 其 p 亏 群 


本 节 讨 论 块 理论 与 群 G 的 p 子 群 之 间 的 关系 . 


(10.3.1) 定义 设 HECI(G). FRLEHAG 的 中 心 化 子 Ce(z) 里 的 
Sylow p 子 群 P. 称 这 些 子 群 已 为 H 的 p SH (或 简称 亏 群 ). 
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由 命题 (1.1.10) 和 定理 (1.1.13) A: H 的 PURER G 的 p 子 群 的 一 个 共 
HX, 记 作 ôc(H) (或 6(H)). 以 H = Lren T € KG] 记 对 应 于 H 的 类 和 , 这 些 
类 和 形成 Z(k[G1) 的 一 组 k 基 ( 见 命题 (3.1.7)). 对 于 Be BUG), 记 


ep= 》 as(H)H, 这 里 ap(X) €k ( 见 定义 (10.2.19))， (1) 
HECI(G) 
TW as 是 唯一 确定 的 从 集合 CG) BR k 的 函数 . 事实 上 , 由 定理 (10.2.14)(a) 
和 定理 (10.2.16) 知 : 


a= E xD, 2) 
l | xElrrx(G)NB 
其 中 9 是 H 中 任意 取 定 的 元 素 . 由 定理 (10.2.20) (c) 知 : 如 果 H PE p I 
类 , 则 ap(H) = 0. 由 定理 (10.2.20) (a) 知 : 


1=Azn(es)= > as(H)às(H). (3) 
HECI(G) 
(10.3.2) 定义 由 (3) 式 知 : 对 于 每 个 Be BUG), 至 少 存在 一 个 He Cl(G) 
使 得 ap(H) #0 和 和 Bg( 理 ) £0. 称 这 样 的 1t 为 B 的 一 个 亏 类 . 
(10.3.3) 定理 ( 极 小 一 极 大 ) 4H A BE BUG) 的 一 个 亏 类 , De ôH). 
4ER L ECG), $ L= Erect 有 
(a) 如 果 ap(C) £0, 则 D 包含 人 的 一 个 亏 群 . 
(b) 如 果 Ap(L) £0, 则 DD 落 在 人 的 一 个 亏 群 里 . 
为 了 证 明 该 定理 , 我 们 先 要 定义 Braver 同 态 fp. 
(10.3.4) 定义 设 忆 是 G 的 p 子 群 ,N= No(P) 和 C = Ce(P) FHA P 
在 G 里 的 正规 化 子 和 中 心 化 子 . 定义 线性 映射 Bp : Z(k[G]) 一 * Z(k[N]) 使 
得 
Bp(F)= yz (4) 
zzEFNC 
REP AMRF F ECG) 的 类 和 . 由 于 FNC 是 NN H-HRRAHH, 我 
们 有 Bp(F) € 2Z(k[N]). 
(10.3.5) 为 了 证 明定 理 (10.3.3), 要 用 到 下 面 三 个 事实 : 
(a) Bp : Z(k[G]) 一 > Z(k[N]) 是 代数 同 态 ( 称 Bp 为 Brauer R); 
(b) H z = Veecya arF eZ(k[GI),ar € k. W Bp(2) #0 HEDH P W 
在 某 些 满足 条 件 ar 取 0 SEH F SH H 里 . 


910.3 pREK p SH +243 - 


(©) & B € BUG) ML CG) WE as(£) 40. RPE d(L),N= No(P)- 
则 存在 be BI(N) 使 得 


Ap = Mpp : Z(k[G]) — Z(k[N]) — k. 


这 三 个 事实 的 证 明 留 给 读者 去 做 (见习 题 5 一 7, RAN Isaacs [2] 的 引 理 
15.32 一 15.34). 

定理 (10.3.3) 的 证 明 如 果 aa(C) 4 0, & P € 5(C), 则 由 (10.3.5) (c) 
知 : 存在 某 be BI(No(P)) 使 得 Xe = Abp. 因为 KH 是 B 的 亏 类 , 所 以 有 
0# An(H) = Xs(BP(). 这 推出 Bp(H) #0. 由 (10.3.5) (b) 知 : P E H 的 某 
个 亏 群 里 . (a) 得 证 . 

现 将 (10.3.5)(c) 用 于 H € CG). 因为 ap(X) # 0, 所 以 存在 某 D € 6(H) 
与 某 b € BI(No(D)) 使 得 Xe = Xpo. 设 和 Bp(L) # 0. W pp(D) # 0. i 
(10.3.5)(b) 知 : D 落 在 L 的 一 个 亏 群 里 . 这 证 明了 (b). 


(10.3.6) 定义 4 Be BUG). 称 B 的 亏 类 的 p THA B 的 亏 群 ， 以 
6G(B) (或 6(B)) 记 这 些 亏 群 的 集合 . 


(10.3.7) 推论 对 于 Be BI(G), 6a(B) 是 G HFHHH-RRK. 


证 HH, 和 Hs 是 B 的 二 个 亏 类 .， 只 要 证 明 : 5c(ti) = bo(H2). > 
Di € jc(ti),i= 1,2. 由 定理 (10.3.3) 知 : Dı 和 D2 之 中 的 任何 一 个 包含 另 一 
MAIHE. 这 证 明了 本 推论 . 口 


或 问 : 群 G 的 哪些 p 子 群 会 成 为 块 的 亏 群 ? 可 以 证 明 : 块 的 每 个 亏 群 必 能 
表 成 G 的 某 二 个 Sylow p 子 群 的 交 . 这 里 要 证 明 一 个 较 弱 的 结论 : 群 G 的 极 大 
正规 p 子 群落 在 块 的 每 个 亏 群 里 . 

(10.3.8) 记 Op(G) 为 群 G 的 极 大 正规 p FE, 记 Op(G) HR G 的 极 大 
正规 p FH. 


(10.3.9) 引 理 记 P= Op(G). 则 对 于 G 的 每 个 不 可 约 大 表示 nn 有 包含 
关系 PC Kern. 

证 PP 含有 了 唯一 的 p SERB {1c}. 由 推论 (10.1.6) 知 : Ir, (P) = {1p}. 如 
果 n € Ir, (G), 则 由 定理 (6.1.1) 知 : 限制 表示 np 完全 可 约 . 于 是 , np 是 P 3 
一 些 单位 表示 的 直 和 , 即 PC Kern. 

(10.3.10) 定理 it H c Cl(G) 满足 条 件 HN 站 Ce(Op(G)) = a. WH = 
Decent 是 Z(G) HEA. 

证 $ P=0,(G) 共 罗 作 用 于 集合 H 上 . ER 已 轨道 Oc XK. 由 条 件 
XI Ce(P) = Ø 推出 |O| > 1. Alt p | |O]. 令 ze O. MRy e O, 则 存在 某 
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ue PE y = z" = zz 可 , 这 里 ot := utru H [z,u] := 27'u teu. H PaG 
知 : [z,u] € P, HOC zP. 令 n € Ix (G). 据 引 理 (10.3.9) 知 : P C Kern. A 
此 了 在 陪 集 zP 上 取 常 值 n(z). BRR p | |O| 得 : Dyco n(y) = |Oln(z) = 0. 故 
n(H) =0, Vn € Trt, (G). 这 推出 H € Rad.k[G], 即 H EEFT. o 


(10.3.11) 推论 G 的 p 块 的 每 个 亏 群 都 包含 P= Op(G). 


证 WF Be BUG) HSH, iE H = Lren T WAnw(H) #0. 因此 互 不 
ERPI. 由 定理 (10.3.10) 知 : 


HNCe(P) # %. (5) 


H P < GA Co(P) < G. 故 由 (5) RM H C Co(P). 进而 , P C Celh) 和 
P < Ca(h), Yh e H. 由 定理 (1.1.13) 知 : 每 个 D es 5(H) 作为 某 个 Ca(h) (h € H) 
的 Sylow p 子 群 必 包 含 P. a 


以 下 结果 是 §10.2, 习题 2 的 推广 . 


(10.3.12) 推论 KRG 是 p 可 解 群 ( 见 (1.1.5)), 且 Or(G) = {1c}. MG 
有 唯一 p 块 . 


为 了 证 明 该 推论 , 我 们 需要 一 个 已 知 结果 : 


(10.3.13) 引 理 (Hall-Higman) it G Æ p TASE, E Oy(G) = {16}. M 
Ca(Op(G)) S Or(G). 


推论 (10.3.12) 的 证 明 设 B, B' € BUG). 我 们 断言 : As (es) = ap ({16}) 
(A (1) 式 ). 一 旦 该 断言 得 证 , 则 由 于 等 式 右边 与 B 无 关 , 结论 也 就 被 证 明了 . 
我 们 有 Ap(ep') = Eneco) 2B (H)AB(H). 由 于 Aa(1¢e) = 1, 我 们 只 要 证 明 : 
WR HF {16}, WER an (H) = 0 和 An(H) = 0 之 中 至 少 有 一 个 成 立 . 

& P=0,(G). it As(H) A 0. 由 定理 (10.3.10) 知 : KN 站 Ce(P) + 2. 但 据 
引 理 (10.3.13) 知 : H C Ce(P) C P. AW HF {1c}, 所 以 KC G\ Gy. 由 定理 
(10.2.14)(c) 知 : ap (H) = 0. D 

(10.3.14) 定义 HDX BEB(G) HTH. it |D| = pa, 称 d > BAS 
数 , 记 d(B) = d ( 据 推论 (10.3.7) 知 该 记号 有 意义 ). 

下 面 要 利用 关于 BO Irn (G) 和 BM IBr(G) 的 知识 来 计算 亏 数 d(B). 

注意 一 个 事实 : 如 果 m,n c Z MERE ptn, W m/ne nR. 此 时 , 如 果 
p|m, 则 m/nem. 

(10.3.15) 定理 H |Glp = p*. + Be BUG), d(B) = d. 则 po-d 是 整除 所 
有 x(1e) (x € Irk(G)NB) 的 最 高 次 了 $. 
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证 RUB BMT, g cH. W H] =|Gl/\Cc(g)|. 因为 Cc(g) 的 
Sylow p 子 群 D WE |D| = pe, 所 以 ze- Æ [H| 的 p 部 分 . & x € BO IrrK(G). 
则 由 84.4 ,(1) 式 和 定理 (4.4.5) 知 : x(g)[H|/x(1e) € R. 由 


0 # An(H) = wx(H) = x(9)IH|/xQe) 


得 : x(g)HI/x(1e) ¢ m. 这 与 关系 x(9) € R (I (4.1.1) 的 性 质 6) 一 起 推出 : 
IHi/x(1c) ¢ m. 于 是 , [HI 的 p 部 分 不 能 超过 x(1c) 的 p 部 分 , 即 p24 | x(1c)， 

据 定理 (10.2.14) (a) 和 §10.2, (1) RA: g 在 Osima MET fa 展开 式 中 的 
系数 为 

w= 疝 对 xtexo=G LY Hao). 
K x€B fIrrx (G) IGI $eBNIBr(G) 

(注意 : g 是 p TOR). 我 们 有 0 关 ap(H) = Gy, Ma, gm. 由 推论 (10.2.11) 知 : 
p° | Bp(16). 这 推出 : Bo(16)/IG| € R, Vo € IBr(G). 因此 存在 某 p € IBr(G)N B 
使 得 olg!) ém. 

由 引 理 (10.2.17) 知 : $ 是 一 些 $ (x € Irrk(G) 门 B) 的 Z 线性 组 合 . 故 存 
在 某 x € Irrk(G) 门 已 使 得 x(g) ¢ m. W x(g7!)IHI/x(le) =a € RAM 
x(97) = ax(16)/IHl. 因此 x(16)/IH| ¢ m, x(16) 的 p 部 分 不 能 超过 pr 证 
H. o 


(10.3.16) 推论 ARM (10.3.15) 的 设 定 下 , pi 是 整除 所 有 pla), b € 
IBr(G) (1B, 的 最 高 次 p $. 


证 我 们 断言 : El = {x(lc) | x € Irx(G)NB} M E = {plle)|1$e 
IBr(G)N B} 有 相同 的 最 大 公 因子 . 这 因为 : 由 定理 (10.1.5) 与 块 的 定义 (10.2.2) 
知 : x(16) € Bi 是 一 些 9(16) € Eo 的 Z 线性 组 合 ; 又 由 引 理 (10.2.17) 知 : 每 个 
glc) € E2 是 一 些 x(1c) € Ei 的 Z 线性 组 合 . 这 导出 断言 . TE, 结论 可 从 定 
理 (10.3.15) 和 该 断言 得 到 . ia 


与 推论 (10.3.16) 相关 的 一 个 事实 是 : 对 于 ¢ € IBr(G) (或 ye Irrk(G)), M 
olla) 不 必 整 除 |G| (与 定理 (4.4.6) 的 结论 相 比 较 , 见习 题 4 和 (10.1.2) (a)). 

(10.3.17) 定义 在 定理 (10.3.15) 的 设 定 下 ,如 果 x € BN ErK(G), A 
x(le) 的 p 部 分 总 能 被 写成 形状 pith, 这 里 h> 0， 称 整数 hA y 的 高 
E. 

Brauer 曾 猜 测 : 对 于 B € BUG), 所 有 x e Irrk(G) 门 B 都 有 零 高 度 当 且 仅 
当 B 的 亏 群 是 交换 群 . 

该 猜想 当 G 是 p 可 解 群 时 被 D. Gluck 和 T. Wolf 证 实 ; mT B € Bl(G) 的 
亏 群 是 正规 子 群 时 被 Reynolds HEX. 


RO RR a A ccc eco 
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如 果 d(B) = 1, E x € BN In«(G) BERE, W pe 整除 x(1G)， 故 
由 定理 (4.4.6) 知 : |G|/x(16) € Z 和 p+ (IGI/x(16)). 再 由 定理 (10.2.18) 得 : 
B 门 Irk(G) = {x}. 故 由 定理 (10.3.15) 推出 : d(B) = 0, 矛盾 . 因此 当 d(B) = 1 
时 , B 中 所 有 特征 标 都 有 零 高 度 . 


习 题 


1. 取 定 de N. RE = {F € Cl(G) | F BH B € BUG) HFK, d(B) = d}. 证 明 : 
HB € BUG) |a(B) = d}| < |T]. 

提示 WIC Z(k[G]) 是 由 类 和 集合 {F = Laer? |F ET} 所 张 成 的 k 向 量 空间 . 
TER: J 上 限制 代数 同 态 集合 {alr | B E BI(G),d(B) = d} 为 大 线性 无 关 . 

2. 设 N = Op (G) 是 群 G 的 极 大 正规 p' FH, i n = |{F € CG) | F C N}. 

(a) & x,y € Irrk(G) 属于 同一 p 块 . 证 明 : Xw 和 bw 含有 相同 的 不 可 约 分 量 . 

(b) 证 明 : |BI(G)| > n- 

3. 设 己 是 群 G 的 Sylow p 子 群 . 证 明 : 集合 {B € BUG) | P € 5c(B)} 的 基数 等 于 
Ne(P) 的 落 在 Co(P) ABS p’ IRIN. 

提示 : 利用 习题 1、2 的 结果 . 

4. 设 G = SL2(Fp),p BORK. 设 (K, R, k) 是 p MAG, 其 中 char.K = 0, H K X 
于 群 G 充分 大 . 

(a) WEH: G 的 p' 共 固 类 可 由 其 特征 多 项 式 A? 一 a 确定 , 这 里 ae Fp;G HH pt p' 
FYE. 因此 恰 有 p 个 单 k[G] 模 . 

(b) 对 于 每 个 d, 0 < d < p, 令 Ma 为 由 二 个 变量 X,Y 的 d 次 齐 次 多 项 式 组 成 的 上 空 


间 . 群 G 作为 自 同 构 群 作用 在 多 项 式 环 k[X,Y] 上 , 这 里 对 于 g= (: 网 ) eG, 


gX = aX + BY, gY = 7X + Y. 


证 明 : k[X,Y] 的 子 空间 Mo, Mi,… , Mp-1 是 维 数 分 别 等 于 1,2,- -- ,p 的 k[G] FR. 
(c) 令 了 为 G WEA ASE RF RE. 证 明 : 


Xe XlY,... xy) Ya 


张 成 两 两 不 同 构 的 一 维 kT] 模 . 
(d) 证 明 : Ma, 0 < d < p, 都 是 单 k[G] 模 . 
(e) 通过 比较 dim, Ma 和 |G| = p(p? — 1) 证 明 : 单 k[G] 模 的 维 数 不 必 整除 |G]. 
(f) 证 明 : 不 是 所 有 的 单 k[G] 模 都 可 提升 为 K[G] 模 ( 见 命题 (9.5.6) 及 其 前 面 的 评述 ). 
5. it P ÆG p P, N = Ne(P) MC = Ce(P)， 定义 k 线性 映射 Bp : 
2(k[G]) — 2Z(k[N]) 使 得 


Bp(F)= 5 z, VWFECKG). 


ze 开门 C 
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证 明 : Bp 是 k 代数 同 态 . 

提示 对 于 K,L e CG), > K, L 为 相应 类 和 . 必须 证 明 : Bp(KL) = Bp(K)6p(L). 
固定 ce C, 定 义 A={(z,y)|zekKkyeL,zy=c} 和 ho= {((z,y) | £ EKNC YE 
LNC, zy =c}. 只 要 证 明 : |A] = |Ao| (mod p). 为 此 , 考虑 PC Cale) 在 集合 4 和 Ao 上 
RISES. 

6. Ù PCGM Bp WIM 5 MB. it z= Ep arF € 2Z(k[G]), 和 式 中 下 取 遍 G 的 
类 和 , ar € k. 证 明 : Bp(z) #0 当 且 仅 当 P 落 在 某 些 满足 条 件 az +0 BRAK FHG 
RHE. 

提示 pplz) £0 <—> 存在 满足 ar #0 的 类 和 FE Bp(F) #0. BH: Bp(F) A 
0 <> F\Ca(P) # a => 存在 某 z e 丰 使 得 PS Ce(z) => P WE Cc(z) WH 
Sylow p 子 群 里 . 

7. & BE BUG) 和 CeCl(G) MEK as(£) £0. $ P € dc(L). È N = Nae(P). 
证 明 : 存在 5e BI(N) 使 得 


As = MPP : Z(kIG]) 一 ,ZUkKIN]) — k. 


提示 ”由 习题 5、6 知 : Bp 是 代数 同 态 , E Bp(es) #0. H e= Bp(es) 是 Z(k[N]) 里 
非 零 宕 等 元 , 它 不 是 等 零 元 . 因此 存在 满足 Ale) #0 MR be BIN). & w= Mpp. HE 
理 (10.2.20)(f), y 是 代数 同 态 的 事实 和 关系 ues) A 0 可 推出 : y = Av. 

8. 设 G = SL2(Fp), Fp 是 含 p 个 元 素 的 素 域 . 设 B 是 由 G 中 所 有 上 三 角 矩 阵 组 成 的 
子 群 . 

(a) 证 明 : G = BU BzB, KH z ¢ B. 

(b) 证 明 : 9 = Ind (18) 满足 9 二 lc +6, 其 中 Ce Irrx(G) ME C(1¢) =p ( 见 $5.1, 
习题 5, 称 Ç 为 Steinberg 特征 标 ). 

(c) 证 明 : Steinberg 特征 标 ¢ 是 某 射影 不 可 分 解 RIG] BP 的 K 特征 标 ; P 的 模 m 
约 化 P 既是 单 k[G] 模 , 也 是 射影 k[G] 模 . 


#+— Brauer 关于 诱导 块 的 三 个 
主要 定理 


Brauer 给 出 关于 诱导 块 的 三 个 主要 定理 . 设 己 是 G 的 p 子 群 . Brauer 的 第 
一 主要 定理 建立 群 G 的 以 P 为 亏 群 的 p 块 集合 与 子 群 Ne(P) 的 以 P HGR 
的 p 块 集合 之 间 的 1-1 对 应 ( 见 定理 (11.1.4)). 熟知 群 G 上 不 可 约 K 特征 标 x 
E p For 上 的 值 可 由 G 的 不 可 约 Brauer 特征 标的 值 {9(z) | $ € IBr(Co(z))} 
和 广义 分 解数 {dzs | $ € IBr(Co(z))} 来 确定 ( 见 引 理 11.2.1). Brauer 的 第 二 主 
要 定理 给 出 广义 分 解数 de, 等 于 零 的 一 个 判 则 ( 见 定理 (11.2.3)). Brauer 的 第 
三 主要 定理 涉及 群 的 主 块 , 其 断言 : G 的 子 群 H 的 块 b 的 诱导 块 bc 等 于 G 的 
ER Bo 4AM bE H 的 主 块 ( 见 定理 (11.3.2)). Brauer 的 这 三 个 主要 定理 
作为 群 G 的 模 表 示 理 论 (特别 在 块 理论 ) 的 基本 结果 被 广泛 应 用 . 


811.1 第 一 主要 定理 


(11.1.1) 定义 Att H<G 和 上 代数 同 态 入 :2(k[H]) — k, 定义 大 线性 
同 态 XG : Z(k[G]) — k # F: HF Le CG), @L=D pr. É 


| > 中 
zeLNH 


如 果 AS 是 大 代数 同 态 , 则 称 AS AD 的 诱导 同 态 . 此 时 ,由 定理 (10.2.20) (£) 
知 : 存在 唯一 的 be BI(H) 和 B E BUG) 使 得 入 = F AS = Ap. © B =b, 
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称 OS 有 定义 , 并 称 5G 为 5 的 诱导 块 . 

(11.1.2) 引 理 it H <G, b€ BUH), L b° 有 定义 . Mb RAG HARE 
在 诱导 块 jG 的 某 个 亏 群 里 . 

证 SF b 的 亏 类 , D e 5g(b). 我 们 有 0# A) F) = (DL), B 
里 LIRE 下 内 的 H HAX, L = 并 -ccz. 特别 , FNH FO, 且 存 在 五 共 
HX L Cc FNH E (L) #0. 据 定理 (10.3.3), 存在 P € bn(L) E1 DCP. 
REH z e LC FIE P 是 Cule) 的 Sylow p FH. 因此 存在 Ca(z) a 
Sylow p F# 5 满足 5 2 P. 于 是 , D C S € ic(F) = ôa (bf). 

Brauer 同 态 ( 见 (10.3.5)(a)) 能 被 用 来 给 出 诱导 块 有 定义 的 充分 条 件 . 

(11.1.3) 引 理 RPLG pA, RH<G MRE Co(P)PCHC 
Ne(P). 则 Vb € BUH), b° 有 定义 . wR be BUH) # BE BIG), A| bf = BS 
且 仅 当 Aw = Mpp, 这 里 Bp 是 Brauer PA ( 见 (10.3.5)(a)). 

证 由 $10.3, (4) 式 可 见 : 代数 同 态 Bp : Z(k[G]) — Z(k[Ne(P)]) 的 像 落 
在 Z(k[H]) 里 . BA: Z(k[H]) — k 是 代数 同 态 . 则 


b= Bp: Z(k[G) — Z(k(H]) — k 


是 代数 同 态 . 
我 们 断言 : wp = AS. 记 C = Ce(P). RF € Cl(G), F 是 对 应 的 类 和 . 写 
Ezeru t = uty, RB u=Deceqct W 


X(F)=Autv), aE) = ABeE) =A) A) 


我 们 必须 证 明 : 和 (v) = 0. R v 是 一 些 形 如 L= Drect 的 元 素 之 和 , 这 里 
LECH) 满足 CE 大和 Znmc = 9 由 于 己 < 万 ,我 位 有 PC Op(H). 因此 
Ca(Op(H)) C C. 这 推出 : LN 站 Ce(Op(H)) = Ø. 由 定理 (10.3.10) 知 : L EWP 
元 . 于 是 , AL) = 0, 因此 Aw) = 0. 由 (1) RA: 等 式 ASCP) = A(u) = p(F) 对 
于 G 的 所 有 类 和 FF 成 立 . BAS = 人 断言 得 证 . 

WR b € BUH) 和 入 = às, WAG = App 是 代数 同 态 . 由 定理 (10.2.20) (£) 
知 : 存在 唯一 的 B e BIG) 使 得 AF = Aw, BI bC 有 定义 , 特别 , bc = B. 口 


现在 叙述 Brauer 关于 诱导 块 的 第 一 主要 定理 . 


(11.1.4) 定理 (第 一 主要 定理 ) RDAG Hp TH, N = Ne(D). MR 
A pb Do ZARE {b € BI(N) | D € ôn(b)} 到 {B € BI(G) | D € ĉc(B)} 
的 双 射 . 


证 明定 理 (11.1.4) 需要 一 个 引 理 . 
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(11.1.5) 引 理 设 尸 是 G 的 p 子 群 . 令 C= Ce(P) 和 人 = Ne(P). 则 映射 
b: FH FNC 是 从 集合 {Fe CG) | P € õcl(F)} 2) {D € CN) | P € ôn(D)} 
的 双 射 . 


证 W F eCG) 满足 Peic( 万 . 任 取 zy € FNC. W P 同时 是 群 
Co(a) 和 Coly) 的 Sylow p FH. 写 y = 2°,g € G. 则 已 和 Po 都 是 群 Caly) 
的 Sylow p 子 群 . 由 定理 (1.1.13) 知 : 存在 某 ce Caly) 使 得 已 = Pr. RITA 
gce N 和 y= 2%. 这 与 事实 CaN 一 起 推出 : C= FC 形成 N 的 单一 共 思 
类 . 由 事实 Pe bw(C) 可 见 , $ : F= FNC 是 从 集合 {F € CG) | P € da(F)} 
到 {D € CN) | P € 6w(D)} 的 映射 BA, p 是 单 射 , 设 Ce CIN) 满足 
Pe ôn(L), X F € Cl(G) AA L. HEK LNC # ØM CaN HEM: LCC. 
Bre lLMPCS, KP SH Cele) 的 Sylow p FH. WR 3 2 P, 则 由 定 
理 (1.1.13) 知 : P C Ns(P) = SNN C Cw(z). 由 于 SNN 是 p 群 , 这 与 条 件 
P € 5w(C) HF. 于 是 , 已 = S e bc(F). BAVA oF) = L, 即 o 是 满 射 . 证 
毕 . 口 


定理 (11.1.4) 的 证 明 i B= {b € BUN) | D € ôn(b)}. MR b € B, WIH 
引 理 (11.1.3) 知 : 5 有 定义 . > bf = B € BUG). AW D e ôn(b), 所 以 据 引 理 
(11.1.2) 知 : 存在 某 Pe 5c(B) 使 得 DC P. 

我 们 断言 : D = P. 令 C 为 的 亏 类 , LCF € OG). 在 引 理 (11.1.5) 里 分 
别 以 D, L 取代 P, DD 得 : FC =L H De be(F), 这 里 C= Cae(D). 由 引 理 
(11.1.3) 得 : 

XAB(F) = M(BD(F)) = No(L) # 0. 


据 定理 (10.3.3), P 落 在 F 的 某 个 亏 群 里 , 即 D MATT RE, 或 等 价 地 ， 
HEH g € G 使 得 Pr Cc DCP. FE, D = Pe 6c(B), 断言 得 证 . 所 以 块 的 诱 
导 上 映射 少将 B BRB) {B € B(G) | De 6c(B)} Œ. 

BS B € BI(G),D € 6c(B) MN = Ne(D). $ F H BGR. W 
aB(F) 0 和 De dg(F). 由 (10.3.5) (c) 知 : FEH b € BIN) 使 得 Xe = Mpp. 
因此 由 引 理 (11.1.3) 得 : 6° = B. 我 们 必须 证 明 : be B. 令 Pe bn(b). 由 于 
DaN, 由 推论 (10.3.11) 知 : D C Op(N) C P. 根据 引 理 (11.1.2), P 落 在 B 的 
某 个 亏 群 里 . 所 以 存在 某 g e G 使 得 DC PCD’. FË, D =P e én(b), BD 
be B. 这 推出 y EMH. 

最 后 , 设 bik € B MERI LS = B= 08. Le CIN) WEDD 
P € 6y(L). MH DD P, 则 据 定理 (10.3.3) M: Xe (L) = 0 = rv, (LZ). 40 
果 D = P, 则 由 引 理 (11.1.2) 知 : 存在 某 F & Cl(G) 使 得 C = CF. 因此 
z (L) = As, (8(F)) = Xp(F) WF i = 1,2 BR. 所 以 对 于 亏 群 落 在 中 
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的 Ce CN), As, Aba ee eee 故 由 定理 (10.3.3) (a) 
Aba (€b1) = Abi (€o,) = 1, BẸ by = 


3 a 


1. RH < G,b € BI(H), B b° 有 定义 . 试 举 一 例 说 明 : 可 能 存在 K, H < K < G, 使 
得 b* 无 定义 . 

2. H < K <G, be BIH), H bK 有 定义 . 证 明 : b8 有 定义 当 且 仅 当 (b*) AE 
义 . 当 等 价 条 件 满足 时 , 等 式 bF = (bx)9 成 立 . 

3. 设 PP 是 G 的 p 子 群 , Ne(P) < H < G. 证 明 : b b? MHARA {b € BI(H) | 
P € 6g(b)} 到 {B € BUG) | P € 6G(B)} HIH. 

4. öt o : G — G' 是 群 同 构 , 设 B € BIG) 和 D € 5c(B). 

(a) HERA: B° = {x” | x € B} Æ G' h9 p $k, H D° € ôo (B°). 

(b) RU < G,b € BI(U), 且 b° 有 定义 . 证 明 : (6°)% 有 定义 , H (b”) = 6%)". 

(c) ® r € Aut(G) 固定 x € Irrx(G)N B. 证 明 : D =c D”. 

5. 以 Cl(Gy) 记 G 的 属于 Gy MSMR. 设 Bi, B2 € BIG) 和 D € ic(Bi) 门 
$¢(B2). 证 明 : Bı = Ba 4A (4% As, (L) = As, (L) 对 于 每 个 以 D 为 亏 群 的 CE 
C1Gy) 都 成 立 . 

6. (Tsushima) 设 D 是 G 的 正规 p 子 群 , 设 在 Op,(G) 内 存在 m 个 两 两 互 异 的 以 D 
为 亏 群 的 GHM. 证 明 : G 里 至 少 存在 m 个 以 D 为 亏 群 的 块 . 

7. 设 G 是 p 可 解 群 , AO, (G) = 1. 证 明 : G 有 了 唯一 p 块 . 

提示 “利用 事实 : Co(O,(G)) € O,(G). 


811.2 第 二 主要 定理 


为 了 叙述 Brauer 的 第 二 主要 定理 , 我 们 要 引入 广义 分 解数 的 概念 . 


(11.2.1) 引 理 设 zEG HA o(z) =p*. + C = Calz). 对 于 Xx€Irrk(G) 
和 EIBr(C), 存在 唯一 的 dz, E RQ?) 使 得 


x(zz)= SO &yd(z), Y ZECp (这 里 Cp RHC Hp’ ARRS). (1) 
9EIBr(C) 


证 x EC 上 的 限制 函数 有 形状 xc = 并 verrxtcy Ws 其 中 ay < Z. 据 推 


论 (1.4.3), vw € Irrk(C), 存在 某 py € Irrk(2(C)) 使 得 vzo) = VL) my, 这 里 
2(C) 是 群 C 的 中 心 . 因为 ze Z(C), 所 以 W(zz) = ¥(z)uy(z), Yz € Cy. 因此 


x(zz)= Ý, aviy(z)dyop(z) (5 (10.1.10)). 
elrrn (C) 
¢€IBr(C) 
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可 取 de 5 =E pery (0) dob (2)dye (È: 由 olz) = p° I: pw(z) ERM QC" 站 
唯一 性 可 从 IBr(C) 的 线性 无 关 性 得 到 . 


(11.2.2) 定义 称 引 理 (11.2.1) 中 的 代数 整数 dE, 为 广义 分 解数 . 


注意 MR c= 1, M C=C M di, = dyo. X, Yg EGC, Mz = gp, 2 = gy. 
可 用 广义 分 解数 和 Brauer 特征 标 来 表示 x(g). 如 果 be Bl(Ca(z)), 其 中 z Æ p 
元 素 , 则 由 引 理 (11.1.3) 知 b° 有 定义 . 


(11.2.3) 定理 (第 二 主要 定理 ) 设 ze Gp ( 见 (9.1.3)), C = Ca(z). 设 
XElrk(G) # ¢ € IBr(C) MX x € B € BUG), ¢ € b € BUC) # bf # B. 8) 
dt, =0. 


为 了 证 明定 理 (11.2.3), 我 们 要 先 做 一 些 准 备 工作 . 


(11.2.4) 引 理 设 A 是 环 , B 是 ZA) 的 子 环 . 设 A 作为 B 模 有 限 生成 ， 
N] Rad. B C Rad. A. 


证 AR BRK > M 为 任意 单 4 模 . 我 们 只 要 证 : (Rad. B)M = 0. 可 将 
4 写成 有 限 和 形式 : A= Bay. $ 04meM. N] M= Am = > Bam, i M 
作为 B 模 有 限 生成 . 由 引 理 (9.1.14) 知 : (Rad. B)M c M. 因为 (Rad. B)M 是 M 
的 A FAR (注意 : Rad. BC Z(A)), 所 以 由 M 的 单 性 假设 知 : (Rad. B)M = 0. 口 


在 以 下 的 证 明 里 要 用 到 一 个 事实 : 当 z BH 4 ETO, 14-z 在 4 里 
wy. 


(11.2.5) 引 理 设 f € RIG] ARFA (AUP URF), ze fRIG]f 满足 
E=f. 则 存在 唯一 的 ye fRIG]f 使 得 zy = f = ys. 


证 记 4=fRIG]f. 注意 4 是 以 f 为 恒 等 元 的 环 . 只 要 证 明 : z 在 A 里 可 
W. 为 此 , 只 要 证 明 : f- zr e Rad. A. iÈ B= fR. W B Æ ZA) HABIT f 
WH. X, 4 作为 B 模 有 限 生成 (这 因为 有 限 集 fof E B 上 生成 了 A). 由 
引 理 (11.2.4) 知 : Rad. B C Rad. A. 

映射 s fs 是 从 环 R 到 B 的 满 同 态 , 故 fRad.R C Rad.B， 这 推出 : 
fRad.R C Rad.4， 据 假设 条 件 知 : f —2 € (Rad. R)|G). 因此 可 写 f -z= 
Doec ugg, 这 里 uy € Rad. R, Yg € G. H z € fRIG]f 得 : 
f-2=f(f-2)f=Dyeg fug(fgf) € f(Rad. R)(f RIG] f) S (Rad. A)A C Rad. A.D 


(11.2.6) 引 理 设 B € BIG) # z € Z(R|G]). 如 果 Ap(z) = 1, 则 存在 
y E€ faZ(RIG)) 使 得 zy = fp. 
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证 因为 Xe(755) = Xe(ez)Xa(z) =1 和 fs € 2(RIG]); 所 以 用 fox RÆ 
z 不 会 影响 假设 条 件 和 引 理 的 结论 . 故 可 设 re fsZ(R[G]). 特别 , Zes = 互 对 于 
任何 不 同 的 B', B € BIG), A AB'(z) = Aw (Zes) = 0. 由 假设 知 : Az(e—Z) = 0. 
FE, 对 于 每 个 B' e BUG), 都 有 ABp'(ep — 2) = 0， 因 此 由 推论 (10.2.5) 知 
ep — 7 € Rad. Z(k[G]), Bl es -7 BME. 这 推出 z 在 以 ea 为 恒 等 元 的 环 
epZ(k|G]) 里 可 逆 . 存在 ue faZ(RIG]) MÆ Tu = es. 因为 zu € fpRIG]fs, 由 
引 理 (11.2.5) 知 : 存在 唯一 的 ve fsRIG]fs 使 得 zuv = fo. 由 于 zu € 2Z(RIG])， 
FEM v 是 zu 的 逆 元 , HAF Z(RIG]). 于 是 y = uv 为 所 求 . 口 


对 于 z= Epec 499 € RIG], ag € R, 定义 supp(z) = {9 € G | ag # 0}. 


(11.2.7) 引 理 RH < G 和 be BI(H) MR OF = B € BUG). MAL 
w € RIG] 使 得 

(a) (1 — fe) fo = (1 — fa)w. 

(b) wf, = w. 

(c) hw = wh, Yh € H. 

(d) supp(w) S G \ H. 


证 写 fa =a- c, HP a,c e RIG] 满足 supp(a) C H 和 supp(c) € G \ H. 
由 fo € 2Z(RIG]) 容易 推出 : a c Z(R[H]), H H 里 的 元 素 都 与 c 相交 换 . 由 假 
设 条 件 bc = B A: AS = Ag. 因此 1 = Ap(eg) = 入 (a). 由 引 理 (11.2.6), 存在 
Y € foZ(RIH]) 使 得 ay = fo. 

取 w= cy. W) w 显然 满足 条 件 (b), (c) 和 (d). RMA fey = (a 一 cy = 
fe-w. FÆ, (1 fa)(fo — w) = (1 一 fa) fay = 0. 这 推出 (a). o 


(11.2.8) 定理 it H <G f be BiH) 满足 jc = B € BI(G). t h € H f 
Ca(hp) C H, 这 里 hp XA th p 部 分 . WR x € IrrK(G)\ B, M x(hfo) = 0. 


下 面 的 证 明 由 Isaacs 给 出 . 


证 设 M 是 以 x 为 特征 标的 KG BS V = foM. 由 fe € Z(R[H]) Al: 
V 是 M 的 子 KIH] 模 . BR, M 是 子 空间 V AW =(1-f)M 的 直 和 . 因为 
hfs Bh 一 样 作用 于 V, 并 零 化 W, 所 以 x(hfs) 等 于 h EV 上 作用 的 特征 值 
的 和 ( 重 数 计 在 内 ). AHF V A 0 (如 否 , WE hfoM = 0, 结论 显然 ). 

令 w 为 K 中 p 次 本 原单 位 根 . 我 们 要 证 : WR o e K, M a M wa ER h 
在 V 上 作用 的 特征 值 有 相同 的 重 数 . 一 旦 这 个 结论 得 证 , 则 对 于 h 在 V 上 作 
用 的 特征 值 w, 数 w wa, wa... u-la RE h E V 上 作用 的 具有 相同 重 数 的 
特征 值 . 由 于 这 些 数 的 和 等 于 零 , 定理 的 结论 得 证 . 
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记 Va Wh 的 以 a 为 特征 值 的 特征 子 空间 , 相应 的 特征 值 重 数 为 dim Va. 
设 w 如 引 理 (11.2.7) 所 给 . 下 面 要 找 出 w, w,- ,wp E€ RIGIf EA w = 
EL, wi Al wh = wigs, Yl1 < i <p, 这 里 的 下 标 i RAR p 剩余 类 域 Z/pZ, 而 
wh := h-lwih. 

因为 H 的 元 素 都 与 w 相交 换 , 所 以 H AFAT supp(w) 里 的 元 素 . 
L, 在 w 的 展开 式 里 ,，z 的 系数 等 于 z* 的 系数 , Vz € supp(w),z € H. 由 
于 supp(w) © G\ H Al Ce(hp) C H, 我 们 断言 : 循环 群 (h) 在 supp(w) 上 
共 罗 作 用 的 每 个 轨道 里 所 含 元 素 的 个 数 都 能 被 p 整除 . 这 因为 : 如 否 , 则 必 存 
在 某 z c G\ HEA [(h) : Cln)(z)] 不 被 p 整除 . 此 时 , (hp) C Cele), 因此 
ze Ca(hp). 这 与 假设 条 件 Ca(hp) C H FA. 断言 得 证 . FE, Vz € supp(w), 
Ai p| ((h) : Cln)(z)]. 这 推出 Cun)(z) S (hP). 如 果 


{Cin (2) yj} 5=1,---,¢ 
是 (hr) 关于 Cln)(z) 的 右 陪 集 集合 , 则 


{Cin (2)ys h’) 


set 
oP 


是 (h) 关于 Clny(z) 的 右 陪 集 集合 . 现 设 O 是 E supp(w) 所 在 的 (h) 轨道 . 作 
分 解 


O=ASUASU--- US, 
这 里 Ao = {zw，,… 0m}. 进而 , 由 AP E (hP) 知 : 


t t 
(hP) = [J Cay (2)ys = U Cay (Euzh. 
jel j=1 


这 推出 A 多 =Ao. 令 w, w,- ,wp € RIG] 使 得 ww = DP, wi, 其 中 supp(wi) = 
Uo A$, O 取 遍 supp(w) 的 (h) 轨道 . 则 w? = wa, VI < i < p, 这 里 下 标 取 自 
Z/pZ. 由 引 理 (11.2.7) (b), (c) 得 : w = fowfo. 同时 , fè = fo. 因此 能 以 fowife 
KER wi, 这 样 就 取 到 了 所 要 求 的 元 素 wi € fsR[G]fo. 

由 wi € RIG]fo 得 wiV CV. REX 


s= Vou € RIG]. 


WsVcv. &, 


P P 

h i i = 

8 =) wwii =w J witty) =w !s. 
i=l i=1 
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WF u E Va, A 
h(su) = A~ hu = aw(su). 
以 s 左 乘 将 Va 映 到 h 的 特征 子 空间 Voa. 我 们 要 证 明 : V EB vi sv 
是 单 的 . 如 是 , 则 
dimx Va = dimk sVa S dimk Vwa- 
通过 在 h 的 特征 值 wia 上 重复 上 述 论证 得 : 
dimx Va < dimk Vow < dimk Vuza $ +-+ < dimk Vura = dimk Va, 


这 完成 了 定理 的 证 明 . 
余下 要 证 明 : 以 s ERAH V 上 单 射 . 由 于 域 5 上 没有 p 军阶 的 非 平凡 元 
索 , RNA w= 1, 因此 5= 右 . 由 引 理 (11.2.7)(a) 得 : 


(= fa) fe = (1 - fe)w=(1- fe)v= (1 - fs)5= (1 — fa)s. 


i f := (1 一 fp)fp， 首 先 证 明 : fu = v, Ww e V. 因为 V = foM, 所 
以 fou =v. X, 由 于 x 不 属于 B, 由 定理 (10.2.20)(e) W: faM = 0. 因此 
(1 一 fa)v=v, Wo eV. 这 推出 fu=v, vvEV. 

WV 40 可 知 f 40. 因为 和 1 fs 互相 交换 , BAAR, 所 
以 f 也 是 者 等 元 , BF = (1 一 8)s. 

其 次 证 明 : (1- fp)s € fRIGIf. HF s= DP ww 和 fowifo = wi, 我 们 有 
fosfo = s. I 1 — fe e2(R[G]), 这 推出 

f(1— fp)sf =(1— fp)fo(l— fa)s(l — fe)fo = (1 — fe) fosfo = (1— fa)s, 

BD (1 — fp)s € fRIG]. 

由 引 理 (11.2.5) 知 : 存在 满足 条 件 (1 - fs)sy = f 的 元 素 y € fRIG]f. 由 


1- fe € Z(R(G)) 和 f 是 fRIGIf 的 恒 等 元 的 事实 推出 ys(1 - fe) = f. WR 
veV, WH v= (1 fa)v 和 fv=w 推出 


ysv = ys(1— fe)v= fv =v. 
如 果 sv = 0, WW v = 0. 这 证 明了 : s HERE V 上 的 单 射 . 口 
定理 (11.2.3) 的 证 明 设 z€ Gp, H = Cc(z), be BI(H). 由 引 理 (11.1.3) 
知 : bC 有 定义 , 记 66 = B. Hy € IBr(H) 1b Al x € ere (G) \ B. 我 们 要 证 明 : 
Ey = 0. 
& y elrrx(H) 和 ze 互 . 由 810.2, 习题 10 的 结论 知 : 


ylz), MR y Eb, 


ven ={% WUR veo. 


+ 256 - 第 十 一 章 ”Brauer 关于 诱导 块 的 三 个 主要 定理 


由 定理 (11.2.8) A: 对 于 p' TR y EH, A 
0=x(yzf)= J (xa ddezh)= $ (xm veus) 


Yelrrk(H) welkrx(H)Nb 
(xn, ple) 
= E vw 
welrr«(H) Nb va) 


age (xn, 2 oy) 


pelrrx (H) Nb pelBr(H) Nb 


d ng) o= E dev). 
pEIBr(H) Nb 


pEIBr(H) Nb (> (H)n> 


于 是 , RANMA Br(H) 里 元 素 的 线性 无 关 性 ( 见 定理 (10.1.5)) 
推 得 . 口 

定理 (11.2.3) 很 有 用 . 下 面 是 几 个 推论 . 

(11.2.9) 推论 设 XeIrk(G) 和 geG. 设 gp FEES x 的 p 块 的 任何 
亏 群 里 . 则 x(g) = 

证 $ z= gp. 记 g=zz, 这 里 z€EC:=Colz) 是 9 的 p 部 分 ( 见 §1.1). 
则 由 引 理 (11.2.1) 知 : 

x)= } detla). (2) 
%EIBr(C) 

我 们 断言 : dz。= 0, Y$ € IBr(C)， 这 因为 : 如 否 , 则 存在 某 $ e IBr(C) 使 得 
dž #0. Ù $e be BIC). 据 定 理 (11.2.3) Al: x €b. 令 Q € õc(b). 则 由 推 
论 (10.3.11) 知 : z € Op(C) C Q. X, 由 引 理 (11.1.2) 推出 : FE P € ic(bG) 使 
得 9 S 已 FÈ, z e P, 与 题 设 条 件 矛 盾 . 断言 得 证 . 将 断言 用 于 (2) ee 
x(g) = 0. 

设 9 € ctx(G) M B € BUG). 记 0s = etx(oyna(0,Xx)x. 则 9 
Deene) Op. 

(11.2.10) 定理 设 9€ cfk(G), z € Gp. Ù C = Co(z). & 9(zz) 
0, Vz € Cy. R) Op(zz) = 0, Yz € Cy 和 B € BIG). 


证 由 (1) 式 得 : 


0=0(zz)= $ (xxlzz)= SD Oxs), VreCy. (3) 


xelrrx (G) XEfrrk(G) 
9%EIBr(C) 
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由 IBr(C) 的 线性 无 关 性 ( 见 定理 (10.1.5) 推出 
E (0,xdis =0 voeIBr(O). (4) 
XEIrrg(G) 


如 果 @ € IBr(C) Nb, 其 中 be BI(C), 则 由 定理 (11.2.3) 知 : diy = 0, Yx € 
Irrk(G) \bS. 因此 由 (4) 式 得 


(0, x)dzs =0, Vo € IBr(C)Mb. (5) 
xElrrx(G)NbS 
Bue Be BUG). 记 
A= U prc). 
bEBI(C) 
b°=B 
则 ea pin (a) Xd = 0, V$ E A. 于 是 , 由 (1) 式 得 : 
ga(zzm)= 5 (0xdoplr)=0, YzeCr. a 


€B (| Irrx (G) 
x Oise 


(11.2.11) 推论 ( 块 正 交 性 ) 设 g,he G MR gp Hc hy (B gp 与 hy 在 群 
G BAH). 则 


5 x@)x(h") =0, VBEBIG). (6) 
xElrrx (G)NB 
证 记 6 = Dyetern (ey X(h xX 和 z= gp. WR z € Calz) Æ p T, 则 
z = (zz)p Xe hp. 因此 zz Ye h. 由 定理 (4.2.5) ( 即 特征 标的 第 二 正 交 性 关系 ) 
知 : g(zz) = 0. W z = gy. 则 由 定理 (11.2.10) 得 : 


0=be(g)= >> x(9)x(h*), VBEBIG). o 
xeIrrx(G) 门 B 


习 题 


1. RA < G, B € BUG) 和 be BI(H), H b° 有 定义 . EH: WR Oo = B, W 
eves #0. 

2. tt P Æ G H p FH, B € BUG) 和 已 eic(B). 设 对 应 于 Ce CI(G) 的 类 和 工 满 
Æ An(L) #0. 证 明 : 存在 gE C 门 Cec(P) 使 得 gp € Z(P). 

提示 “由 定理 (11.1.4) 知 存在 be BI(No(P)) 使 得 € énwatP)(b) 和 b° = B. 由 引 
理 (11.1.3) 知 : As = 和 Bp. 在 C 门 Ce(P) 里 存在 H e Cl(No(P)) 使 得 对 应 的 类 和 H W 
Æ M(H) £0. W ge H. 利用 推论 (11.2.9) 可 证 gp € Z(P). 
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3. (Konirr) 设 x € Irrx(G), 设 等 式 x(g) = 0 对 于 任何 p 阶 元 9 € G 都 成 立 . 证 明 : 
Xx(lc)p=|Gl. 

提示 Hye Be BIG) MP € 6c(B)， 只 要 证 明 : P = {1c}. 为 此 , 只 要 证 明 : 
H = {z € Z(P) | 2? = lc} 是 平凡 群 .由 定理 (11.1.4) 知 存在 b € BI(No(P)) 使 得 
b° = BAP € 6wa(P)(b). 利用 习题 2 的 结果 来 证 明 : 1 = 和 (Laen 2)? = [Al 

4. Üt H < G, be BI(H) (848 b° = B € BUG) HEM. $ D € bu(b) Ml P € 5a(B). 
证 明 : 如 果 z € Z(P), 则 z 在 G BRIF Z(D) 的 某 个 元 素 . 

提示 “应 用 习题 2. 

5. RA <G, be BIH), Abo 有 定义 . 证 明 : b 有 亏 数 零 当 且 仅 当 bo 有 亏 数 零 . 

提示 ”应 用 引 理 (11.1.2) 和 习题 4. 

6. 对 于 z € Gp, 定义 z 的 p 截面 为 S(z) = {u EG | up ~c z}. 

(a) 设 {ur,..-,m} 是 Calz) 里 p 共 轿 类 的 一 个 代表 元 系 . WER: {zy,.…,zy} 是 G 
在 S(z) 里 共 罗 类 的 一 个 代表 元 系 . 

(b) 设 ge cfx(G) WE: g(z) = 0, Yz € S(z). 证 明 : ga(z) = 0, VB € Bl(G),z € 
S(2). 

7. OF z € Gp M b € Bl(Cc(z)), 称 (z,b) WSR 6° ARROUT. WT 
x € cfr (G) ,定义 G ERB” 如 下 : x (2) = 0, Yz €G \ S(z). Hg € S(z). WE 
ER u EGA p 元素 ye Calz) 使 得 g* = zy. 定义 xg) = x(zy fo). 

(a) 证 明 : x“) 是 G 上 类 函数 . 

(b) 对 于 ge G 和 G 的 子 截面 (z,b), 定义 (z,b)? = (z9, 如 ), 这 里 如 = {x° | x € b} 
是 BICe(z)9) 里 对 应 于 5 的 块 . 证 明 : x) = 70"), 

(c) 设 Be BIG), (z,b) 是 与 B 相关 联 的 的 子 截面 , x € Irrx(G)\B. 证 明 : x" = 0. 

8. x, € Irrk(G). 证 明 : 

(a) 如果 S(z1) # 5(za), 则 (x25), yata) = 0. 

(b) 如 果 S 是 G MF MMOL RRR, 则 x = Dy yesx. 

(c) MUR b,€ € BI(Ca(2)) AI b + e, W (x,y) =o. 


(D) (xP, pD) = Dem oon 这 里 IBr(b) := IBr(Co(z)) Nb, 
(Yeu)e,nerBr(s) 是 Cartan 矩阵 C 里 对 应 于 b FSM Cs 的 逆 矩 阵 Cr}, ao 的 
BIB. 
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(11.3.1) 定义 称 含 单位 特征 标 Ig 的 p 块 为 G HER, 记 作 BG). $ 
然 , G 的 Sylow p 子 群 是 Bo(G) 的 亏 群 . 
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(11.3.2) 定理 (第 三 主要 定理 ) RH <G,be BI(H),De ôn(b). RH D 
DCG(D). A) b° 有 定义 , 且 


b° = Bo(G) <=> b= Bo(H). (1) 


为 了 证 明定 理 (11.3.2), 要 先 做 一 些 准备 工作 . 
对 于 五 < G, 环 4 和 4 线性 映射 入: Z(A[H]) — A, 定义 4 线性 映射 
AS : Z(A[G]) — 4 使 得 


xm- 人 > 中 VLECKG), (2) 
zzELNAH 
这 里 规定 AC(L) = 0, 如 果 LNH = 2. 

回忆 在 §4.4, 我 们 曾 对 于 x e che (G) 定义 代数 同 态 wx : Z(K[G]) — K 使 
得 
_ |Ox(zc) 

wx (L) = = 
这 里 zc 是 Ce Cl(G) 中 任意 取 定 的 元 素 . 以 下 关系 成 立 : 
Xx(Dox= D ewy. 


welrrk(G) 


(11.3.3) 引 理 it H <G 和 &Eechx(H). A 


(we)? = wee. 
证 由 于 
EFAs = Y (EF, x)x(1)wx, 
xelrrx(G) 
只 要 证 明 : 


(Du) = E EA 


xelrrx(G) 
令 Le CI(G), zc € L. WR LNH 4 a, WE 
LNE = LiU- --ULm, 
这 里 Ci = Cla(zi) ER z: 的 H HAK. 由 通常 的 诱导 特征 标 公式 得 : 


6c(zc) = CoS ey Gu wl 1’ ( 见 §5.2, 习题 6) 
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这 里 当 CNH = 9 时 规定 £6(zc) = 0. 我 们 有 
£] 
E Coxo E Exa KE 


xElrrx (G) xElrrx(G) 


&(as) 
= |L (zc) = wen (coea Gules i) 


-SSe = eo) ua (teat: Et = Ee) 
i=l 


I| i=1 
-eao ( Dr :) = 上 (lc)(we)S(D)， 
zeLNH 
引 理 得 证 . 口 


WH < G Abe BIH). VE € Irn (H)(\b Ml L e CG), 由 引 理 (11.3.3) 得 : 
AG(L) =r» ( > :) = We ( > :) = (w) (L) = węo (L). 
zeELNH zELNH 
进而 , 当 ze Z(R[G]) 时 ,有 
AF (2) = wea (2). (3) 
下 面 将 经 常 引用 该 事实 . 
引 理 (11.3.3) 有 个 很 有 意义 的 推论 . 
(11.3.4) 推论 it H < G, b € BUA) 和 € € Irk(H) 门 b WR ESE 
Irrx(G), 则 bo 有 定义 且 包 含 EF. 
证 He? € Be BUG). 由 (3) KB: 
AG (L) = we (L) = Aw(L), VLE CG). 
由 于 As 是 代数 同 态 , 结论 得 证 . 口 
(11.3.5) 引 理 it H <G # be BUH). 4 € € IrrK(H)Nb 和 已 seBlI(G). 
我 们 有 
(a) 如 果 Ce CI(G)， 则 
fig aed ER (RRB (11.2.10) 前 的 记号 ). 
(b) 如 果 LF FÈL, bf = B € BUG) 和 x € Irrx(G)N B, » 


TEGE) _ (xE) 
(ea Ele) )- (e ) VESO; 
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(c) 如 果 bF 有 定义 且 bf # B € BUG), A) 
ICIES)e(ze)\ _ 
(Eee) =0, VWLECKG). 
证 对 于 (a), 我 们 将 证 明 更 一 般 的 结论 : 如 果 x € chk(G) WE: wx(Z) € 
R, Y£ € C1(G), 则 


\Lixa(zc) 
ag ER, VLE ae). (4) 


一 旦 该 结论 被 证 明 , 置 x = Es, 则 (a) 可 从 引 理 (11.3.3) 推出 . 
写 fe = ZverxtonseyeZ(R[G]). 我 人 有 


x(la)ux(fal)= 5 (x,d)d(le)wy(faL) 


velrrx(G) 
= 》 ve wWewy(fs)wy(L) 
welrrx(G) 
= 3 wlll) = clxa(ze). 
velrrx(G)NB 
于 是 ， 
wy (fab) = Fixe (te) 6) 


X(lc) ` 
因为 wx(L) € RA fel € Z(R{G]), Y£, £ ECG), 所 以 wx(fpL) € R. RK 
由 (5) 式 推出 (4) 式 . 
BRR € € Irre (H) Nb, 且 bo 有 定义 . 由 (5) 式 得 : 
_ EIE9)a (we) 
weo(feL) = es) 
于 是 , 由 引 理 (11.3.3) 得 : 


Li (ES 
wa EE) 


因此 , 如 果 BA bS, 则 有 
0= Me(ea)Ne(Z) = Aso (esL) = (Bae). 


如 果 bF = BA x € irre (G)NB, 则 


IZlx(zc)\) _ _ _ (11a (ee) 
(Rasy) 70 = wetan = (Eaa. 9 
回忆 在 (1.2.11) 里 定义 了 关于 素数 p 的 赋值 函数 zi:Q 一 ZUoo. FRE 


一 个 很 有 用 的 推论 : 


Ss Serene - 
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(11.3.6) 推论 it H <G 和 be BUH). HOS ARR. + € € krrr(H) Nb. 
则 

(a) ¥ B #0 MA A((E%)a(1c)) > Elo); ¥ B= 0° 时 有 
Yp((E%)B (lc)) = vp (EF (16)). 

(b) 存在 某 x € Inr«(H) NDS 使 得 (EF, x) > 0. 


证 取 zc = lc. 由 引 理 (11.3.5)(a) Al: 


CS)a(lc) 
(lc) 


再 由 引 理 (11.3.5)(b),(c) 知 : 当 b° = B 时 ,有 
CE)s(lce) _. 
| ( ec(lc) ) - 
24 bC + B it, 有 
(Eao zao) -0 
ec(lc) 


所 以 结论 (a) 由 赋值 vp 的 定义 推出 ; 结论 (b) 可 由 关系 (EFJ + 0 得 到 . 
口 


E QNR. 


(11.3.7) 定义 IFF 0 € cfx(G) Uctx(Gy), ZX JE cf (G;Gy) 如 下 : 当 
z € Gy 时 , 置 glz) = |Glpbg(z); ¥ z € G\Gp H, K Gc) = 0 (比较 定义 
(10.1.9)). 

(11.3.8) 引 理 如 果 0 e che(G)UBch(G), A 6 e chk(G)， 此 时 ,， 如 果 
9 eIrrx(G) 门 B, 则 5 的 不 可 约 分 量 都 属于 B. 


证 前 一 结论 由 定理 (9.4.9)' 和 (10.1.2) (£) 推出 . ar eee 
读者 完成 (见习 题 1). 
以 下 推论 是 证 明 第 三 主要 定理 的 关键 : 


(11.3.9) 推论 it H <G 和 be BIH). 设 5G ARAL. 令 X e Irrk(G) 和 
wb € Inrx(H) bo. AMA 
(a) 如 果 xgb5, 则 
(xa, Y) 


oC) = 0 (mod m). 
(b) 如 果 x E56 有 高 度 零 , 则 
Gz.) #0 (mod m). 


KON 
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证 根据 > 函数 的 定义 易 见 : 


1 Pe 
z Ser. 
Xa 7 1G: AH]; 


据 引 理 (11.3.8) 知 : X € chx(G). 设 对 于 某 B € BUG) 有 x € Irrx(G)NB. 
据 引 理 (11.3.8) 知 : 


(%,0)=(X,08), V9 € cfK(G). 
由 定理 (5.2.4) 知 : 


(通力 l Raw) l Kw)_ 1 Vw)s) 
Ylle) 区 :可 Ye) [G:H]} Yle) [G: H]p We) 
_ 1G: H) (%,(y°)s) =|G:Hly Wee )p,X) 
“|G: Alp vlc) Wellc) 
[Gp MEM) a (we) /1 
=(G: H]y We) x(xz") 
IGI Bo, Yelle. 


=- ILI) a (xc) 
|H VS(lc) 


x(a"). 
l» Lecl(Gy) 

24 bC Æ BBY, 由 引 理 (11.3.5)(c) 知 上 式 为 0 (mod m); 而 当 b° = B 时 , 由 
引 理 (11.3.5)(b) 知 上 式 为 


CED 1 Ieee) taz) = (6 : Hy X} (mod m). 


ylle) |Hlp cece) xe) x(1e) 


当 xefrx(G) 站 3B 的 高 度 等 于 零 时 , 我 们 有 vp((X,X)) = vp(Xx(1G)) (见习 
题 2). 这 推出 


Gx) 
xo) #0 (mod m). 


引 理 得 证 . o 

(11.3.10) 定理 (Okuyama) # H < G # x € Irk(G) MR xH € 
Irrk (H). it x fe xu 在 它们 各 自 所 属 的 块 B,b 里 都 有 零 高 度 . 如 果 ec BUH), 
Hel 有 定义 . 则 e=b 当 且 仅 当 eG = 

证 H y= xnu. He =), H b° 有 定义 .要 证 :56 = B. 这 只 要 证 : x ebs. 
因为 ye Irrk(H) 门 b AFRE, 所 以 由 习题 2 的 结论 得 : 


in) _ GY) 
Hae) ~ Yaa) #0 (mod m). 
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因此 由 引 理 (11.3.9)(a) 知 : x € bf. 
Wit ec = B. 要 证 :0 = e. $ £ € IrrK(H) Ne. 因为 x €Inrn(G) Neo AF 
高 度 , 所 以 由 习题 2 的 结论 知 : 


(€) = (m£) #0. 


HF y AF b, 由 引 理 (11.3.8) 知 : € € Irrk(H) 门 b. 因此 e = db. 口 


现在 我 们 可 以 证 明 第 三 主要 定理 了 . 
定理 (11.3.2) 的 证 明 因为 (lc)a =la, Alo Mle 在 各 自 所 在 块 里 的 
高 度 都 为 零 , 所 以 本 定理 的 结论 可 由 推论 (11.3.9) 导出 . 口 


习 题 


1. 设 9€ Irrk(G) 人 门 B. 证 明 : 6 的 不 可 约 分 支 少 都 属于 B. 
提示 0 F OY) = [Gls(0,W)p = |Glp Dyersr(o) (Dp dogdyp, 这 里 (0,W)p' = 


Ecc, (OOT). IAEE du € IBr(G) (E (6,u)pdoodyn + 0， 这 推出 


YEB. 

2. 证明: 当 x € Irrx(G) 门 B 的 高 度 等 于 零 时 , 有 vp((X,&)) = vp(é(16)),VE € 
Irrx(G)NB. 

提示 设 |Gl。= p°. MIB (11.3.8), TS X = Leermens EE PAFK 
“X(a) € p*R, Yz € G ” 可 证 : vp((X,€)) > ve(E(1e)) > a- d(B), VE € Irrx(G)N B. 


记 c = v(x(10)). 证 明 : c 是 满足 ak c chx(G) 的 最 大 整数 ， 由 此 证 明 : FER E € 
Irrx(G) N B E p(X, €)) = a—d(B). 再 证 明 : 对 于 任何 mE Irrx(G) 站 已 都 有 GO = 


mt) 

go # O(mod m). Wn = x, 即 得 所 要 结论 . 

3. RG BAR, BEG HE DR. Rye BNIrrk(G) E x(1c) Bp Æ. W x = 1c. 

提示 “只 要 考虑 p | |G| 的 情形 . 设 P 是 G 的 Sylow p FH. W g € Z(P) - {1c}. 
利用 x(9)ICl(9)|/x(1e) 的 整 性 ( 见 84.4 的 定理 (4.4.5)) 证 明 : x(g) # 0， 再 利用 关系 
(x(16),1Cl(g)l) = 1 和 Burnside 定理 (4.4.9) 推出 g € Z(x). 最 后 由 G 是 单 群 的 假设 得 
到 等 式 x = lg. 

4. 设 x € Irrk(G) 和 9 € G， 设 素数 p 不 整除 |G|/x(1c), 但 整除 olg). EA: 
x(g) = 0. 

提示 定义 G 上 函数 p 使 得 jy(z) = x(z), Vz € Gyju(z) =0, Yz E G\ Gy. 利用 
Brauer 定理 (7.2.8) 证 明 : p 是 G 的 广义 特征 标 . 然后 由 关系 式 0 < (u,x) < (xx) = 1 推 
H: 0 = (x = m X) = (MIGD Lycaye,, 1x9). 

5.(Brauer) 设 G 是 阶 数 为 p*gsr 的 单 群 , 其 中 p, q, r 是 互 异 素数 , a,b > 0. $ 5 为 
G 的 Sylow r 子 群 . 证 明 : S = Ca(S). 
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提示 “用 反 证 法 . 如 果 SC Co(S), 则 存在 阶 数 等 于 pr 或 gr 的 元 素 > € G. 不 妨 设 
ol(z) = pr. & BW G 的 主 p 块 . 由 推论 (10.2.12) 知 : 


-l= Ð xte)x(e)+ 3 x(de)x(2™*)- 
xeBNIrk(G) xEB firr (G) 
qlx(16) x#16;9tx(1G) 


利用 习题 3 的 结论 推出 第 二 个 和 式 里 所 出 现 的 x 满足 条 件 7 | x(1c). 再 由 7 | o(z) 和 习题 
4 的 结论 推出 x(z) = 0. 由 此 得 到 —1/q 是 代数 整数 的 结论 , 矛盾 . 

6. 对 于 B € BUG), 定义 块 B 的 核 为 Ker (B) = Nyeterye (aye KerX. WA: 

(a) MR x € Irrk(G) 门 B, 则 Ker (B) = Op (Ker x). 

(b) 如 果 Bo 是 G 的 主 块 , 则 Ker (Bo) = Op (G). 

提示 “利用 推论 (10.2.12) 证 明 : Ker(B) 是 p 群 , AF Op (Kerx) A. 再 利用 定理 
(6.1.1) 证 明 : Op (Ker x) C Kery, Yy € Irrx(G) NB. 

7. 设 $ € IBr(G), (P, V) 是 由 > MARZH k 表示. 定义 9 的 核 Kerg 为 Kerp. 证 明 : 

(a) Op(G) S Ker ¢. 

(b) 如 果 ge Gy, 则 g € Kerg 当 且 仅 当 (9) = (1c). 

(对 于 B € BUG), 12 M = Nyersr(o)Nns Kery. 则 M/Ker (B) = Op(G/Ker (B)). 
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设 (K, Rk) 是 p 模 系统 , ELM KG) 模 , El 是 已 中 RG] 格 .由 $9.1, 3 
题 5 知 : E, 作为 RG) 格 不 可 分 解 . 于 是 , 不 可 分 解 RG) 格 的 分 类 与 单 KG) 
模 及 其 特征 标 密切 相关 . 本 章 介绍 Green 在 不 可 分 解 R[G] 格 方面 的 工作 , 从 那 
里 可 看 到 表示 理论 与 群 G 的 p 局 部 结构 的 深层 次 联系 . Green 的 结果 可 加 深 我 
们 对 Brauer 块 理论 的 理解 . 

在 本 章 里 , 我 们 将 RIG) 格 的 定义 条 件 稍微 减弱 一 点 : 称 M 为 RIG) 格 , 如 
果 M 是 有 限 生成 RIG] 模 , 其 作为 R 模 是 射影 的 .注意 : 在 前 三 章 里 我 们 要 
R RIG] 格 作为 R 模 是 自由 的 ( 见 (9.1.3)). 已 知 每 个 自由 RR 模 都 是 射影 的 ( 见 
§1.8, 习题 6). 


§12.1 群 环 上 的 相对 射影 模 和 相对 内 射 模 


B H,K < G .回忆 记号 HsaK 和 HH=GK( 见 §5.5). 
对 于 RIG) 模 M, N, 用 记号 M |N 表 M 等 于 (或 同 构 于 ) N 的 直 和 项 . 


(12.1.1) 定义 it H <G. 称 有 限 生成 RIG] RM A(G, H) HE, 如果 
对 于 每 个 RIG] 模 的 短 正 合 列 


O— M' — M" — M — O, (1) 
只 要 (由 RIG] 作用 的 限制 而 得 的 ) RH) 模 的 短 正 合 列 


O — Mi, — M4, — My — 0 (2) 


$12.1 ” 群 环 上 的 相对 射影 模 和 相对 内 射 模 + 267 > 


分 裂 ,就 必 能 推出 (RAR. 称 MH (G, H) 内 射 , 如 果 对 于 每 个 RIG] BH 
短 正 合 列 


O0 — M — M'— M" — 0O, (3) 
只 要 (由 RIG] 作用 的 限制 而 得 的 )R[H] 模 的 短 正 合 列 
O — My — My — My —O (4) 


PR, 就 必 能 推出 (BADR. 

考虑 定义 中 的 二 种 极端 情形 : 当 H =G 时 , 条 件 “(G, G) 射影 " 平凡. 另 一 
方面 , 设 H = {lc} . 则 每 个 射影 RIG] 模 都 (G, {1c]}) 射影 , 但 道 命题 不 总 是 成 
立 , 这 因为 R 模 的 短 正 合 列 不 总 分 裂 . 


(12.1.2) 定理 (Gaschiitz) & M 是 RIG] #, H < G. 则 下 列 条 件 等 价 : 
(a) M & (G, H) 射影. 

(b) M 是 (G, H) AB. 

(0) A G= ÙH. 则 存在 YE EndrnMa 使 得 


A 
Darg’ =1m. 
气 


(d) M | Mu®. 

(e) 存在 某 RIH] 模 工 使 得 M | LS. 

(12.1.3) 引 理 it M 是 RIG] #È, L Æ RIH] 模 ,G = WiigiH, 其 中 gl = 
1g. 则 

(a) 由 公式 

LS = (1g @L)@ (du @ D) 
i=2 

给 出 LO 的 RIH) 模 直 和 分 解 . 特别 , Ma | (MaS). 

(b) W V(X g: @ mi) = E gim; 所 给 出 的 映射 


切 : MaS —M 


是 RIG] RRMA. 作为 R[H] 模 同 态 , y 关于 映射 入: M — Myo FR, 这 里 
XA(m) =1g@m, vmeM. 

该 引 理 的 结论 可 从 诱导 模 的 性 质 ( 见 85.1 ~ 5.2) 直接 推出 , 故 留 给 读者 作 
为 练习 . 

定理 (12.1.2) 的 证 明 ”根据 引 理 (12.1.3), 我 们 有 (e) => (d) 和 (b)=— (d). 
余下 要 依次 证 明 : (e) = (c); (一 (b); (c) = (a); (= (e). 
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(e) 一 (c): 设 存在 RIA] 模 工 使 得 M | LS. 可 不 失 一 般 性 地 假设 M C LS, 
故 存在 RIG] 模 投影 + : Lo — M 使 得 在 M 上 有 r = 1m. EM YE 


Endpin (LF) 如 下 : 
y (Es 24) =1¢8h, 

这 里 g = 1g. 易 证 : Larg 1 作为 恒 等 变 换算 子 作用 于 LS. E 
TY=TT |mE Endr M. 


于 是 , 对 于 me M， 
Dorr tn = x (S ge7 gr m) = nlm) =m, 
i=l 


这 推出 (c). 
(c) =(b): 设 (c) 成 立 . 设 M 和 M’ 都 是 RG) 模 使 得 MCM', 且 M 是 
M' 的 RIH] 模 直 和 项 . 故 存在 从 M' 到 M 上 的 RIH) RRE r. E 


w= gyng, 
i=1 

这 里 y 是 在 (c) 里 给 出 的 映射 . 容易 验证 : r e EndreM', Er ÆA M' 到 
M 上 的 投影 . 于 是 , M 是 M' 的 RIG] 模 直 和 项 , 这 证 明了 M 是 内 射 RIG] 模 ， 
(b) 得 证 . 

(c) => (a): 设 p:M' 一 M 是 RIG] 模 满 同 态 , HE: My — My 
是 RIH] 模 同 态 , 满足 we = 1w. 设 (c) 成 立 , He = Dogry 容易 验证 : 
€ € Homaje\(M, M’) 和 ye’ = 1m. 则 p 作为 RIG] 模 同 态 是 分 裂 的 . 这 推出 M 
是 (G, H) 射影 . 

(d) = (e): 显然 . o 

作为 定理 (12.1.2) 的 一 个 应 用 , 我 们 有 

(12.1.4) 命题 it 忆 是 任意 交换 环 , HH < G. 则 有 

(a) RIG] 格 的 直 和 项 是 RIG| 格 . 

(b) 如 果 工 是 RIH] 格 , 则 LG 是 RIG] 格 . 

(c) R[H] 格 L 不 可 分 解 当 且 仅 当 对 于 每 个 a € G, HM ROH] eL ( 见 
(2.3.4)) 不 可 分 解 . 

(d) (*L)S 人 LS,YRIAH] 格 LL 和 aeG. 

(e) 设 M = Mi @ Mz 是 RIG] 格 直 和 分 解 . 则 M ZX (G, H) HHH BH 
Mi 和 M2 A (G, H) HH. 

(f) 如 果 M 是 (G, H) 射影 的 RIG] 格 , 则 M 也 是 (G,°H) HB, Va € G. 
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(€) RIG] 格 M & (C,H) HBS BRS ER (G, H') HY, VH' >c H. 

(h) 如 果 M X RG] 格 , 且 存 在 业 Ho < H FH (H, Ho) 射影 的 R|H) % L 
使 得 M | LS, N] M 是 (G, Ho) 射影 . 

(i) 设 指数 [G : H] AR 中 可 逆 元 . 则 每 个 RIG| # M 是 (G,H) 射影 , 且 
M |Ma®. 


证 (a) 一 (e) 的 证 明 留 给 读者 作 练习 . 

(f) 由 定理 (12.1.2) 知 : 存在 某 RIH] 格 工 使 得 M | LS. 由 (d) 得 : LO = 
(az)G, E °L 是 REOL) 格 . 再 由 定理 (12.1.2) 知 : M 是 (G,°H) 射影 . 

(e) 设 存在 某 RIH] 格 工 使 得 M | Lo. SH <a H'. 故 存在 某 z eEG 
满足 zH < H'. WL 是 RER) 模 , CL)” 是 RHE) 模 ， 由 诱导 算 子 的 可 递 
性 (CL) )O & (EL) = LO 得 : M | ((L)¥')°. 因此 据 定理 (12.1.2) 得 : M 是 
(G, H') 射影 . 其 逆 显 然 . 

(h) 据 定理 (12.1.2) 知 : 存在 某 [Ho] 模 Lo 使 得 工 | LE. 由 题 设 知 : M | LO. 
故 由 张 量 积 的 可 加 性 得 : M | (ZI8)S. 再 由 诱导 算 子 的 可 递 性 得 : M | LG, 故 由 
定理 (12.1.2) Al: M 是 (G, Ho) 射影 . 

O FG = UgH. 定义 Ye Endpun(Mu) MF: y(m) = [G : 可 -Im 
Yme M. 则 Dgr’ = 1, 且 由 定理 (12.1.2) 知 : M 是 (G, H) 射影 . 口 


(12.1.5) 注意 ”命题 (12.1.4) 里 的 绝 大 多 数 结论 对 于 任意 有 限 生成 的 RIG) 
模 都 成 立 . 我 们 之 所 以 局 限于 RG 格 , 是 因为 本 节 只 关心 RG) 格 的 分 类 . 必 
须 注意 : 取 直 和 项 , IEG, 取 诱 导 模 等 等 关于 模 的 算 子 都 将 格 变 到 格 . 

在 定理 (12.1.2) 中 所 涉及 的 关于 (G, H) 射影 的 等 价 条 件 , 用 得 最 多 的 应 是 
(e), 它 断言 : 存在 某 RIH] 模 工 使 得 M | LO. 在 下 面 的 讨论 中 将 以 此 作为 (G, H) 
射影 性 的 最 方便 定义 . 


习 题 


1. 利用 §5.1—5.2 的 结果 来 证 明 引 理 (12.1.3). 

2. 证 明定 理 (12.1.2) 的 推理 “(a) 一 (d)” 与 “(b) 一 (d)”. 

3. 证 明 命题 (12.1.4) 的 结论 (a) 一 (e). 

4. 设 H EARE G 的 Sylow p FH, k 是 特征 p 的 域 . 证 明 : 不 可 分 解 k[G] 模 同 构 
类 的 个 数 有 限 当 且 仅 当 不 可 分 解 k[H] 模 同 构 类 的 个 数 有 限 . 

提示 “利用 定理 (12.1.2) 和 命题 (12.1.3). 

5. 设 G = (a) x (b) 满足 条 件 o(a) = o(b) = p, 设 k 是 特征 p 的 域 . 证 明 : 对 于 任何 正 
整数 n, 存在 维 数 等 于 2n + 1 的 不 可 分 解 k[G] 模 . 

提示 WM BU {r0,71,..., zw yn} 为 基 的 空间 .定义 ar; = br; = 
a, VO S i< n; (a— ly = z; A (b- Dy = £1, YL Si <S n. 可 证 M 是 所 要 求 的 


本 
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k[G] &. 

6. 设 G Ep E, k 是 特征 p 的 域 . 证 明 : 如 果 G 不 是 循环 群 , 则 存在 无 限 多 个 不 可 分 
解 k[G] 模 的 同 构 类 . 


提示 “利用 习题 4, 5 的 结论 . 


§12.2 顶点 和 源头 


(12.2.1) ”本 章 的 剩余 部 分 提 到 有 限 群 C, 素数 p 和 交换 环 R 时 , 我 们 总 
设 定 以 下 二 个 条 件 之 一 成 立 : 

(A) R 是 特征 p 的 完善 域 . 

(B) R 是 以 K 为 分 式 域 , 以 m 为 极 大 理想 的 离散 赋值 环 , 使 得 R = R/m 
是 特征 p 的 完善 域 , char.K = 0, K KF G 充分 大 ( 见 (9.1.1)), A RR 在 由 离散 
赋值 所 确定 的 拓扑 里 完备 (I (1.2.11)). 

这 里 条 件 “ 瓦 是 完善 域 " 可 确保 以 下 结论 对 于 任何 群 G 成 立 : RIG] HL 
对 不 可 分 解 当 且 仅 当 End aja L/Rad. (EndRlGJL) ¥ R ( 见 Curtis-Reiner [2], vol. 
I, 定理 (30.29)). 

XIF p BURGE (K, Rk), 下 文 的 结果 会 用 到 RM 大 模 上 去 . 

本 章 将 只 考虑 RG] 格 . 当 R 是 特征 p 的 域 时 , 每 个 有 限 生成 RG) 模 都 是 
RIG] 格 . 

以 Ind(R[G]) 记 所 有 不 可 分 解 RIG] 模 组 成 的 集合 . 

我 们 在 环 R 上 的 假设 条 件 保证 K-S-A 定理 对 于 所 有 的 RG) 模 M 成 立 : 

(12.2.2) K-S-A 定理 (Krull-Schmidt-Azumaya) 在 (12.2.1) 的 设 定 

F, it M 是 RIG] 模 . 则 M 是 有 限 个 不 可 分 解 RIG] 模 的 直 和 : 


M= Qu U; € Ino( RIG)), 
i=l 

这 里 直 和 项 的 多 重 集 {Ui | 1 < i< m} 在 同 构 意 义 下 由 M 所 唯一 确定 . 

除了 定理 (12.2.2) 外 , 下 文中 常 要 用 到 的 另 一 个 结论 是 Mackey 的 子 群 定理 
(5.3.1). 

(12.2.3) 定义 it M X RG] #. % V(M) = {H < G | MÆ (G, H) 射影 }， 
它 是 关于 关系 <G 的 偏 序 集 . 

注意 因为 M 是 (G,G) 射影 , 所 以 V(M) +a. 又 由 命题 (12.1.4)(g) 知 : 
WR H € V(M), H H <c H’, Wl H’ € V(M). 

(12.2.4) 定理 4 M E€ Ino(R[G]). 则 存在 De V(M) RAED <c H, VH € 
V(M). 
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定理 的 证 明基 于 以 下 二 个 引 理 . 

(12.2.5) 引 理 i D,H < G. i RIG] # M, RID] # L fe U € 3no(RIA]) 
满足 M | LS 与 U| My. 则 存在 ae G 使 得 U | (Lona), UR 
(H,°D 1H) 射影 . 


证 据 子 群 定理 (5.3.1) 知 
(L9)n = PeLona)”, 
acd 


这 里 A 是 G 关于 (H,D) 双 陪 集 的 一 个 代表 元 集合 . 由 M | LO 推出 : 
Mu | (L°)u. HF U | My FLU © Im(R[H)), 从 定理 (12.2.2) 知 : 存在 某 
ac A 使 得 U | (“Lapng)#. 因此 据 定理 (12.1.2) 得 : U 是 (H,°DNH) 射影 品 


(12.2.6) 引 理 M € Ind(R[G]), RAF KH (a) 一 (c) 成 立 : 
(a) D 是 V(M) 中 关于 偏 序 关系 <G HMDA. 
(b) M | LS, 这 里 卫 e Ina(R[ID]). 
(c) 百 是 V(M) 中 任意 元 . 
则 存在 U E€ Ind(R[H]) 使 得 


U|Mx, MIUS, 
且 对 于 这 个 RH] BU, 存在 ae G 满足 
*D<H, U\(*L)*. 


证 由 于 M (G,H) 射影 , 由 定理 (12.1.2) 知 : M | Muf. 据 定理 (12.2.2)， 

存在 U € Ino(RIH]) 使 得 
M\US, U|Mu. 

据 引 理 (12.2.5) 知 : 对 于 这 个 Rl] K U, AEE a € GRAB U | (CLenna)”. 故 由 
定理 (12.1.2) A: U 是 (H,° DP) H) 射影 . 据 命题 (12.1.4)(h), M 是 (G,°D 1) H) 
射影 . 但 DNH <e D, 由 D e V(M) 的 极 小 性 得 : DNH =c D, Wik °D < 
H (如 否 , W |@DA A < |D), FB). FE, 条件 U | *Lepqu)® pars 
U | (CL)E. 

定理 (12.2.4) 的 证 明 令 D» V(M) 里 的 极 小 元 , 令 H e V(M). 
(12.2.6) 得 : D <q H. 


(12.2.7) 定义 4 M € Ind(R[G]). 设 D € V(M) 满足 : D <c H, YH € 
V(M) ( 见 定理 (12.2.4)). 称 D A M 的 顶点 (vertex). 以 vtx(M) 记 由 M 的 所 
有 项 点 组 成 的 集合 . RD 是 M OWA, Lc Ino(RID]) 满足 M | LS, MAK L 
是 M 的 源头 (source). ` 
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(12.2.8) 注意 ” 据 定理 (12.2.4), 每 个 M E€ In?(RIG]) 都 有 顶点 . 据 命题 
(12.1.4)(g) 和 偏 序 关系 <c 知 : 集合 vtx(M) 形成 G 的 子 群 的 单一 共 轿 类 . 现 
令 De vtx(M), i) M 是 (G, D) 射影 , 且 存在 某 RID] 格 XX 使 得 M | X9. 据 定 
理 (12.2.2), 存在 满足 L | X 的 某 L € Inp(R[D]) 使 得 M | LS. 于 是 , 对 于 每 个 
D € vtx(M), 在 Ino(RID]) 里 存在 M 的 源头 工 . 


(12.2.9) 命题 it Me3np(R[G]). 则 

(a) vtx(M) 是 G 的 p FRAP- RHR. 

(b) 设 D € vtx(M), 设 L, L’ € Ino(RID]) 都 是 M 的 源头 , MAAK zE 
No(D) 使 得 L' = *L. 


证 (a) & De vtx(M). 我 们 在 (12.2.8) 里 已 证 : vtx(M) 由 D WAJE 
子 群 组 成 . 现 设 5 是 G 的 Sylow p FH. 则 整数 [G : 5] 与 p ER. 故 由 假设 
(12.2.1)(A) 或 (B) 知 : [G : 5] 是 RP RBC. 据 命题 (12.1.4)(i) 知 : M 是 (G, S) 
射影 . 因此 由 定义 (12.2.7) 知 : D <c S, 这 推出 D 是 G 的 了 FR. 

(b) 将 引 理 (12.2.6) 应 用 于 M, D, L, 并 取 H = D, 得 知 : 存在 U € Inp(RID]) 
F a e G (848 U | (CL)P 和 。D < D, 这 里 U 的 选取 与 工 无 关 . W ae Ne(D) 
ALU = ?L. 再 应 用 引 理 (12.2.6), 并 以 L' 代 L, 得 知 : 存在 某 a! € Nc(D) a 
U S oL. 这 推出 : L & *L, 其 中 z= (ao)-iae Nc(D). 


> a 


1. 设 有 限 群 H 有 一 个 循环 正规 Sylow p FH D = (x | zz” = 1), G k BRAE p 的 任意 
域 (AR H 的 分 异域 ). 令 {Ui | 1 < i < 8} 为 不 可 分 解 射影 kH) 模 同 构 类 的 代表 系 . A 
此 存在 某 些 ni EN, 1 < i< s, 使 得 上 [如 兰 @i Ul. & N = Rad.k[D] = (x — 1)k[D]. 

(a) 证 明 : N 是 k[D] 的 指数 等 于 pa AASB ( 即 pe 是 满足 Nt = 0 的 最 小 正 整数 
t). 

Æ F; := U; /(Rad. k[H])U:. 

(b) 证 明 : Fi 是 单 k[H] BS Fy HED i=. 

(c) 证 明 : {Fi | 1 < i < s} 是 单 [A] 模 的 完全 集 . 

E T; = k[z]/(1 ~ zklz] = k[D]/N*,1 < j < p*. 

(d) 证 明 : T; 是 不 可 分 解 kD] 模 ; T; S Ty KENA j = j'. 

(e) 证 明 : {T; | 1 < j < p°} 是 不 可 分 解 k[D] 模 的 完全 集 . 

置 My = Ui/NiUs 和 TF := KB]@ktpl (kK[DI/Ni), V1 <j < p41 <i<s. 

(£) 证 明 : TH S 四 M, V1< 5 < pt. 

(g) HERA: Mi; 是 不 可 分 解 k[H] 模 ; Mij S Me py 当 且 仅 当 (i,7) = (t, j’). 

(h) 证 明 : {Mij | 1 < j < ps,1 < i < s} 是 不 可 分 解 k[H] 模 的 完全 集 . 
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2. 设 H Æ Frobenius # (Jl §5.4), 其 Frobenius 核 D 是 阶 数 为 pe 的 循环 群 , 设 k 
是 关于 群 H 充分 大 的 特征 p 的 域 . 设 A 是 H fH Frobenius 4b. 

(a) TERA: A 是 交换 群 , 其 阶 数 e 整除 p—1; DEH 的 Sylow p FR (提示 ARH 
于 Aut(D) 的 子 群 ) . 

(b) 证 明 : 每 个 单 :[H] 模 下 满足 dim, F = 1. 

(c) RA := {My |1<i<el <j <p}, 其 中 My 如 习题 1 那样 定义 . 证 明 : 
dim, Mg = j, Vi,j; A 是 不 可 分 解 k[H] 模 同 构 类 的 代表 系 . 

(d) 证 明 : 如 果 M € Ind(k[H]), 则 Mp € Ind(k[D]). 

(e) 证 明 : 不 可 分 解 k[D] 模 的 任何 子 模 都 不 可 分 解 . 

提示 “参照 习题 1 的 证 明 , 注意 kA 是 分 裂 半 单 的 交换 代数 , 并 运用 定理 (1.5.4). 

3. BUR H, D 如 习题 2 里 所 定义 , (K, R,k) 是 p MRK, 其 中 K 是 关于 群 H 充分 大 
的 特征 零 的 域 , m 是 R 的 极 大 理想 , RIH]/Rad. RIH] 是 半 单 Artin 环 , 其 每 个 宕 等 元 都 是 
RIH) 的 短 等 元 在 典范 映射 下 的 像 . 令 M 为 不 可 分 解 RIH) 格 , 其 模 m 约 化 仍 不 可 分 解 , 令 
4 为 五 的 由 M 所 提供 的 K 特征 标 . 证 明 : RER (yp,$)p < 1 MFR D 的 所 有 线性 特 
征 标 > ERT. 

提示 i Mọ = {m€ M | (z- ¢(z))m=0, Va € D}. 证 明 My € Ind(R[D]), A 
rankRMs = (up, ¢)p. 注意 Ms 的 任何 R 模 分 解 都 是 R[D] 模 分 解 . 
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本 节 人 参照 Burry 的 做 法 来 介绍 Green 的 工作 , 这 包括 关于 构造 不 可 分 解 模 
的 下 探 (going-down) ALEI (going-up) 方法 .下 探 方 法 是 从 M € Jnp(RIG]) 
和 H e V(M) 出 发 去 构造 满足 各 种 条 件 的 格 U € JIno(RIH]), 这 些 格 具有 与 
M 相同 的 顶点 和 源头 . LTE H < G AU c In?(R[H]) 出 发 去 构造 
M E 3n0(R[G]) 使 得 M AU 具有 公共 的 顶点 和 源头 . 本 节 还 将 介绍 Green 不 
可 分 解 定 理 , 它 给 出 诱导 R[G] 模 绝对 不 可 分 解 的 一 个 判 则 . 该 判 则 对 于 研究 项 
点 和 源头 及 其 在 块 理论 中 的 应 用 十 分 有 用 . 

(12.3.1) 定理 设 H<G. $ M € Ind(R[G]),U € Ind(R[H]), Dm € 
vtx(M) 和 Dy € vtx(U). 我 们 有 

(a) XX U | Mu, 则 Du <c Dm. 

(b) 如 果 M | UF, 则 Dy <c Dy. 

证 (a) 因为 Dy e vix(M), 所 以 存在 LE Jnp(R[Dw]) 使 得 M | LO. 据 引 
H (12.2.5), 由 条 件 U | Ma 推出 : 存在 ae G 使 得 U  (H,*Du NE) 射影 . 因 
此 由 定理 (12.2.4) 知 : U 的 顶点 Dr 满足 条 件 


Du <a (DMAH). 


TCO 
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因为 <DNH <e D, YD < G, 所 以 Du <c Dw. (8) 得 证 . 
(b) 由 于 M | US, HOU Æ (H, Du) 射影 , 由 定理 (12.1.4) (h) 知 : KE 
(G, Du) 射影 . 故 由 定义 (12.2.7) 知 : Dm <c Du. (b) 得 证 . 


接着 介绍 下 探 方法 . 


(12.3.2) 定理 it H < G f M € In0(R[G]) MR H € V(M). A D = 
{D € vtx(M)| D SH} #2, LD THR H 的 子 群 的 H KMK Di 的 无 交 并 : 


D=DU---UPm- 


进而 , 下 述 结论 成 立 : 

(a) 存在 U € Ind(R[H]) 使 得 M | US 和 U | My. 对 于 任何 这 种 U, 存在 
XD, CD HR vix(V) = 

(b) 对 于 给 定 的 Di CD, 存在 UE Ind(R[H]) 4k44 U | My 和 vtx(U) = Dj. 

(c) 对 于 给 定 的 Di CD, 存在 W € Ind(R[H]) 使 得 M | WS 和 vtx(W) = 
Dj. 

(d) 对 于 任何 满足 U| Mu 和 vtx(U) C D #4 U € Ind(R[H]), # U fe M A 
公共 的 顶点 和 源头 . 


(12.3.3) 注意 ”在 开始 证 明之 前 , 对 于 给 定 的 Pi CD, 没有 理由 指望 (b) 
与 (c) 被 同一 个 R[H] 格 满足 . 下 面 会 对 这 一 点 作 进一步 讨论 . 


证 据 命题 (12.2.9) (a), vtx(M) 形成 G MFR MH. SL 
(12.2.6) 和 条 件 H € V(M) 推出 : D <e H,YD € vtx(M)， 故 存在 M 的 落 
E H 内 的 顶点 . BR, D 可 被 表 成 子 群 的 H HKH. 让 我 们 依次 来 证 明 结 
论 (a) 一 (d). 

(a) HF H € V(M), M 是 (G, H) 射影 . 据 定理 (12.1.2) 知 : M | Mu. 故 
据 定理 (12.2.2) 知 : 存在 某 U € Ind(R[H]) 使 得 UV| Ma 和 M | US. 对 于 任何 
这 样 的 U, 令 D e vtx(U). 则 由 定理 (12.3.1) 得 : D € vtx(M). 故 由 命题 (12.2.9) 
(a) 知 : FER Di C D 使 得 vtx(U) = 

(b) 对 于 固定 的 类 Di C D, 令 DeDi. 则 Devtx(M), 所 以 DeV(M). 在 
(a) BU DAR H, M D Æ M 的 落 在 DD 里 的 唯一 顶点 . 因此 存在 工 e Ind(R[D]) 
(848 L| Mp 和 D e vix(L). 由 于 D < H < G, 据 定理 (12.2.2) 知 存在 
U € Jnm9(RIH]) 使 得 工 | Up ALU | My. 将 定理 (12.3.1)(a) 用 于 情形 L| Up 和 
群 D, H, 我 们 推出 D e vtx(U), RB D 的 类 Di 与 vtx(U) 相 一 致 . 

(c) 对 于 固定 的 类 Dj CD, $ De Di. 由 (a) 知 : FE L eE Ino(RID]) 使 
得 M | LS 和 D € vtx(L). 由 定理 (12.2.2) 知 : 存在 某 W e (RH) 使 得 
W | LE Al M| WS. & D' € vtx(W). 则 将 定理 (12.3.1) (b) 用 于 情形 W | LE 
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得 Dr <a D. 另 一 方面 , 由 条 件 M | WS 和 D e vtx(M) 以 及 定理 (12.3.1) (b) 
推出 : D <e D'. 因此 D =e D, 进而 , D e vtx(W) 和 vtx(W) = Dj, (c) 得 证 . 

(d) 由 假设 知 : vtx(U) C vtx(M). 我 们 要 找 出 公共 的 源头 . 令 D € vtx(D)， 
令 Le Ind(R[D]) 为 M 的 源头 . 据 引 理 (12.2.5), 存在 a € G 使 得 


U | CLeona)”, 


HU È (H,°D() E) 射影 .我 们 断言 :"D < 五 . 这 因为 :如 否 , 则 U 在 “DN 五 里 
有 比 也 更 小 的 顶点 , HF D e vtx(U), 这 与 定理 (12.2.4) MAIR. 因为 “D <H, 
所 以 同样 的 理由 可 推出 : *D e vtx(U). 即 OL € Indo(R[*D)), 我 们 有 M | (°L)° 
AU | (1). 因此 “Le Ino(R[*D)) 是 M 和 U 的 公共 源头 , 定理 得 证 . a 


再 来 介绍 上 淹 方 法 . 


(12.3.4) 定理 it H < G f U € Ind(R[H]). 则 存在 M € Ino(RIG]) 使 得 
M | UC 40 U | My. U 和 任何 这 样 的 模 M 有 相同 的 顶点 和 源头 . 


证 将 引 理 (12.1.3)(a) 用 于 U 得 : U | (VS)n， 由 定理 (12.2.2) 知 : 存在 
M € Ino(RIG]) 使 得 M | US ALU | Mu. 定理 的 其 余 结论 由 定理 (12.3.2)(a)、(d) 
推出 . 口 


(12.3.5) 例 (a) 不 可 分 解 射影 RIG] 格 . 令 Q 为 不 可 分 解 射影 RIG] 格 . 
则 Q 是 (G,16) 射影 的 , 于 是 , vix(Q) 由 平凡 子 群 {lc} 组 成 , E Q | ltac)9. 
现 110}? = RIG] 为 RIC] 模 , Ait Q | RIG). & S 为 G 的 Sylow p 子 群 , 设 
U € Jno(RI9]) WE U | Qs . 据 定理 (12.3.1) 知 : D <c {1c}, VD € vtx(U). 即 
vtx(U) = vtx(Q) 也 由 平凡 子 群 {lc} 组 成 . 因此 每 个 这 样 的 U 都 是 (5,16) 射 
BW. 由 于 Qs 的 每 个 直 和 项 U 也 是 RHE, Qs 的 直 和 项 U 属于 P(R[S])， 
因此 Qs € P(RIS)). 由 于 R[S] 是 局 部 R 代数 , 射影 RIS) 模 都 是 自由 的 ( 见 
(9.3.10)). 于 是 , Qs 是 自由 R[S] 模 . 特别 , Q 的 R 秩 可 被 |Gl 整除 . 

(b) RIG] 的 块 . 群 G 的 直 积 G x G 以 如 下 方式 作用 于 RIG]: 


(2,y)-a=zay™, Yz,y E€G,a € RIG}. 


则 RIG] 是 RIG x G) 格 . HK RIG] 的 不 可 分 解 子 RIG x G] 模 直 和 项 为 RIG] 的 
pth. BR, 每 个 p 块 是 RIG) 的 不 可 分 解 双边 理想 , RIG] 等 于 所 有 这 些 p 块 
的 直 和 ( 见 (10.2.21) 和 810.2 , 习题 4, 5). 令 Go 为 G x G 的 对 角子 群 ， 即 
Go := {(z,z) | x € G}. 则 可 证 : RIG] 的 每 个 p RE (G x G, Go) 射影 , 而 RIG] 
的 每 个 p 块 的 顶点 都 同 构 于 群 G 的 一 个 p 群 . 

许多 关于 顶点 和 源头 及 其 在 块 理论 中 应 用 方面 的 较 深刻 结果 依赖 于 Green 
的 如 下 结果 : 
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(12.3.6) 定理 (Green 不 可 分 解 定理 ) H HaG RREH |G: H] =p. 设 
L 是 绝对 不 可 分 解 R[H] 模 . 则 诱导 RG] 模 LG 也 绝对 不 可 分 解 . 


本 书 略 去 定理 (12.3.6) 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Curtis-Reiner (2], vol. 
I, 定理 (19.22). 


(12.3.7) 推论 RGR pH, H <G(ALER). 如 果 工 是 绝对 不 可 分 解 
RIH) 模 , 则 LO 是 绝对 不 可 分 解 RIG] 模 . 


证 由 于 G E pH, G 的 任何 真子 群 都 真 包 含 在 其 正规 化 子 里 . 这 推出 在 
HOA G 之 间 存在 正规 序列 , 其 每 个 子 商都 是 循环 p 群 . TE, 利用 诱导 算 子 的 
可 递 性 , 本 结论 可 由 定理 (12.3.6) 推出 . 口 


下 面 要 给 出 定理 (12.3.6) 的 二 个 应 用 . 为 此 , 要 先 叙述 一 个 结论 : 


(12.3.8) 引 理 设 RR 是 离散 赋值 环 ,其 关于 极 大 理想 m 的 剩余 类 域 瓦 :一 
R/m 是 完善 域 , 设 M 是 有 限 生成 RIG) 模 . 则 存在 完备 的 离散 赋值 环 S, 它 是 
民 的 扩充 , LARK T 是 完善 域 , 使 得 SM = O; Ni (有 限 直 和 ), 这 里 每 个 
Ni 是 绝对 不 可 分 解 SG) 模 . 


引 理 的 证 明 从 咯 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Curtis-Reiner [2], vol. 1, 推论 (30.31). 
第 一 个 应 用 推广 了 例 (12.3.5)(a) 的 结果 . 


(12.3.9) 定理 it M 是 不 可 分 解 FIG] 格 , D € vix(M), HAG HE D 
的 Sylow p 子 群 . 则 M 的 R AKT AK |H : D) 整除 . 


证 首先 证 明 : 问题 可 归结 到 G 是 p 群 的 情形 . 由 定理 (12.3.1)(a) 知 : RIH] 
模 Ma 的 每 个 不 可 分 解 直 和 项 U 都 有 顶点 Dr 满足 Du <c D: 于 是 , 如 果 我 
们 知道 了 关于 p FH H 和 Ue Ind(R[H]) 的 有 关 结论 , 则 关于 RIG] M 的 
相应 结论 也 就 被 推出 . 

在 证 明 的 余下 部 分 , 我 们 总 设 G 是 pH. 我 们 将 只 处 理 R 是 离散 赋值 
环 的 情形 , 其 余 情形 留 给 读者 去 做 . + M € Jnp(RIG]), D € vtx(M)， 据 引 理 
(12.2.6)(b) 知 : 存在 某 工 e Ino(RID]) 使 得 M | LS. 

如 果 L 是 绝对 不 可 分 解 RID] 模 , 则 由 推论 (12.3.7) 知 : LO 是 绝对 不 可 分 
解 RIG] 模 . 故 M = LS. 于 是 ， 


Mi) RBGF |G : D) - (L b RR), ( 见 $5.1) 


由 此 得 到 所 要 的 结论 . 

现在 来 证 明 如 何 将 一 般 情形 归结 到 绝对 不 可 分 解 的 情形 .由 引 理 (12.3.8) 
知 : 存在 完备 的 离散 赋值 环 S, CE RR 的 扩 环 , 且 剩 余 类 域 5 完善 , 使 得 SM = 
O NARAMA), 这 里 每 个 Ni 都 是 绝对 不 可 分 解 S[G] 模 . 如 果 D e vtx(M)， 
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则 由 命题 (12.1.4) (e) 知 : 每 个 Ni 都 (G, D) SHB, H De vtx(N:), Vi. 由 前 
面 的 讨论 知 , 每 个 Ni 的 5 秩 是 [G : D) 的 倍数 . 于 是 , SM 的 5 秩 是 [G : D] ” 
倍数 . 但 是 , SM 的 5 秩 等 于 M 的 RER. 这 完成 了 定理 的 证 明 . 

第 二 个 应 用 是 关于 特征 标 零 点 的 Green 定理 . 

(12.3.10) 定理 设 忆 是 以 K 为 分 式 域 的 完备 的 离散 赋值 环 , 其 剩余 类 域 
上 是 特征 p 的 完善 域 . 令 M 为 (G,DD) 射影 的 RG] 格 , LZ DAG H p FH. 
Hr eG 的 p 部 分 zp 5 D OEMARMAKK. 则 tr. (z, M) = 0 (换言之, G 
的 由 K Or M 所 提供 的 K 特征 标 在 > 处 取 零 值 ). 

证 设 o(z) = psm, 这 里 m,b e N 满足 ptm. WHE c,d e Z 使 得 
cm + dp =1. FÈ, z 的 p 部 分 zp 和 区 部 分 cy 分 别 等 于 zem 和 rt, 
E olzp) = p Ml o(zy) = m. 由 zp ¢ D A: zp # 1. Wik b > 0, 进而 ， 
oa?) = p-m. $ X = (x) MY = (2P). W [X : Y] =p, Y 可 由 zp Al a? 
ER, E X 中 任何 不 包含 zp 的 子 群 都 落 在 Y 内 . 特别 , 由 zp é °D, Va cG, 
推出 : 

“DX SY, YaeG. (1) 

因为 M 是 (G,D) 射影 的 RIG) 格 , 所 以 由 定理 (12.1.2) 知 : FER Le 

IndR[D] 使 得 M | LO. 这 推出 Mx | (LS)x. 由 定理 (5.3.1), 关系 Y<X 和 (1) 
式 得 : 


(LS)x = @(Lepnx)* = (4>) (Leon) )* : 
可 写 
(Lepnx)” = N3, 
了 


这 里 Ni € Ind(R[Y]). 据 引 理 (12.3.8), 可 在 必要 时 对 R 作 适 当 扩充 (不 影响 迹 
函数 的 值 ), 不 妨 设 {N;} 都 是 绝对 不 可 分 解 RIY] 格 . 由 定理 (12.3.6) 推出 : 每 
个 NX 都 是 不 可 分 解 RIX] 模 . 据 定理 (12.2.2), Mx 同 构 于 某 些 NX 的 直 和 . 
因为 X 是 交换 群 , H rg Y, 所 以 由 $5.1(5) 式 可 得 : 


tr.(z, NY) =0, Vj. 
这 推出 tr.(z, M) = 0. 口 
习 题 
1. 在 R ERIE p 的 域 的 情形 下 证 明定 理 (12.3.9) 的 结论 . 
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2. 设 H aG 使 得 G/H 是 p 群 . 证 明 : 如 果 工 是 绝对 不 可 分 解 R[B] 模 , 则 LS 是 绝 
对 不 可 分 解 RIG] 模 . 

3. 设 G 是 p 群 , M 是 RIG] 上 的 可 迁 置 换 模 , 即 M 含有 一 组 自由 REX, 后 者 是 可 
迁 G 集 . 则 M 是 绝对 不 可 分 解 RG] BE. 

4. 在 例子 (12.3.5)(b) 的 设 定 下 , 证 明 : 

(a) RIG] 的 每 个 p 块 是 (G x G Go) HE. (提示 “由 定理 (12.1.2) 知 只 要 证 明 R[G] = 
18x9). 

(b) RIG] 的 每 个 p 块 的 顶点 都 同 构 于 群 G 的 一 个 p 群 . 


812.4 Green 对 应 


(12.4.1) 定义 称 (G,H, D) 为 Green 对 应 的 容许 三 元 组 , 如 果 G 是 有 限 
#, D,H <G, HP? DA pH, % HDNo(D). 对 于 每 个 Green 对 应 的 容许 三 
元 组 (G, HH, D), 定义 以 下 三 个 子 群 族 : 


Y = Y(D,H) = {DNH | z € G\ H}, (1) 


X = X(D, H) = {DND | z € G\ H}, 
A= A(D, H) ={D* < D | D* Ke #}, 


这 里 记号 D' Ka X EM D'e X, VX EX. H DEAÑ: AFD. 


本 节 的 主要 结果 是 定理 (12.4.5). 设 Ind4(R[G]) 是 顶点 属于 A 的 不 可 分 解 
RIG) 格 的 同 构 类 集合 . 则 定理 (12.4.5) 建立 了 从 集合 MARG) B) Ind4(R[H]) 
的 1-1 对 应 , 使 得 相对 应 的 格 具有 同样 的 顶点 和 源头 . 这 种 对 应 将 被 称 为 Green 
对 应 . 

为 此 , 先 要 引入 一 些 记号 和 概念 . 


(12.4.2) 定义 给 定 群 G 的 一 个 子 群 旋 Z. 称 RG] 格 M 为 (G,Z) SHB, 
wR M = OM, 其 中 对 于 每 个 i, 存在 某 Zi e Z 使 得 Mi 是 (G, Di) 射影 的 
RIG] 格 . 我 们 用 记号 M = O(Z) 意 指 M X (G,Z) 射影 的 RIG] 格 ; 用 记号 
M =L@O(Z) 意 指 M 有 RIG] 格 分 解 M = LƏ N 使 得 N= 0(2). 


(12.4.3) 引 理 设 Z 是 群 G 的 一 个 子 群 族 . 则 有 
(a) 两 个 (G,Z) 射影 的 RIG] 格 的 直 和 是 (G,Z) HY. 
(b) (G, Z) 射影 的 RUG] 格 的 直 和 项 是 (G,Z) HB. 


证 根据 命题 (12.1.4) (e), 两 个 (G, Z) 射影 的 RIG) 格 的 直 和 是 (G, Z) 射 
影 . 故 (a) 成 立 . MS M = O(2Z), $ RIG] 格 N WEN | M. 据 (a), 只 须 证 
明 N 的 不 可 分 解 直 和 项 是 OZ). 故 可 设 N 不 可 分 解 . 据 定义 (12.4.2), 可 写 
M = OMi, 其 中 对 于 每 个 i, FER Zi c Z 使 得 Mi 是 (G, Zi) 射影 . 因为 N|M 
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和 N € Jn0(R[G]), 所 以 由 定理 (12.2.2) 知 : 存在 某 i 使 得 N | Mi 于 是 ， me 
(12.1.4) (e) 知 : N 是 (G, Zi) 射影 . (b) 得 证 . 


(12.4.4) 引 理 it Z AR G HATHA, M 是 以 万 " 为 顶点 的 RG) H. 
则 M = O(Z) 当 且 仅 当 D* <c Z ( 即 存在 某 Z & Z 使 得 D* <e Z). 


证 如 果 D <o Z, WHER Z e 2 使 得 D” <o Z FE, 由 命题 
(12.1.4) (g) 知 : M 是 (G, Z:) 射影 , 故 M = 0(Z). RS, MR M = 0(2)， 则 存 
在 某 Z € Z 使 得 M 是 (G, 2i) 射影 . 据 定理 (12.2.4) 得 : D* <a Zi. 口 

(12.4.5) 定理 设 (G,H,D) 是 Green 对 应 的 客 许 三 元 组 . 子 群 族 A, X,Y 
如 (1) 式 中 所 定义 . 则 有 

(a) ÆRA g: 5n5A(RIG]) — Ind.4(R[H]). 

Rik M € Ind0(R[G]) 和 N € Ino(R[H]) 满足 [M] € Jn54(RIG]), [IN] € 
Tnd.4(R[H]) 和 g([M]) = [N]. 

(b) M 和 N 有 相同 的 顶点 当 且 仅 当 下 面 的 等 价 条 件 满足 : 

(i) My = N@O(Y). 

(ii) NG = M @ O(X). 

(c) M 和 N 有 相同 的 顶点 和 源头 

(12.4.6) 定义 称 定理 (12.4.5) LERH g 为 与 (G, H, D) 相关 联 的 Green 
对 应 . 


在 着 手 证 明定 理 (12.4.5) 之 前 , 让 我 们 先 叙 述 该 定理 的 一 个 推论 : 

(12.4.7) 推论 it (G, H, D) 是 Green 对 应 的 容许 三 元 组 . MAERAH 
g : {[M] | M € Ind(R[G}), D € vix(M)} — {[N] | N € Ind(R[H]), D € vtx(N)}, 
这 里 M € Jna(RIG]) 和 N € Ind(R[H]) WX g([M]) = [N] 当 且 仅 当 要 么 
M|N°, $4 N | Ma 

接 下 来 的 四 个 引 理 为 证 明定 理 (12.4.5) 作 准 备 . 


(12.4.8) 引 理 在 定理 (12.4.5) 的 假设 条 件 下 , AN X (H, D) 射影 的 RIH] 
格 . 则 (NG) = N @O(Y). 

证 由 定理 (5.3.1) 知 : N | (VS)a. 故 存在 某 RIH] 格 N' 使 得 (VS)a = 
N@N’. 必须 证 明 : N' = OW). 因为 N 是 (H, D) 射影 , 所 以 据 定理 (12.1.2), 存 
在 某 RID] 格 工 和 RIH] 格 U 使 得 L# = NOU. 再 由 定理 (5.3.1) 得 :U | (US) x. 
故 存在 RIH) 格 U’ 使 得 (U9) =U @U'. FE, 


Ne@N'@Ue@U'=(NS)n@ (US & ((L¥)%) p = (L9)a- 
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据 定理 (5.3.1) 得 : 
(LG) = LË @ (esa(cL-pna)a) 兰 N@UB (@zgn(*Lepnw)”) - 
再 由 定理 (12.2.2) 推出 : 
N ©U’ = @.gn(*Lepnn)” = OW). 


据 引 理 (12.4.3), 我 们 有 N’ = OW). 0 
(12.4.9) 引 理 在 定理 (12.4.5) 的 假设 条 件 下 , + D* <D. 则 


D* <c X => D* Sy X 4> D* Sg Y. 


引 理 (12.4.9) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


(12.4.10) 引 理 在 定理 (12.4.5) 的 假设 条 件 下 , + M E Ino(R[G]). RA 
在 D* evtx(M) 使 得 D° < D. 则 以 下 结论 成 立 : 

(a) 如 果 M = O(%), 则 Mu = O(Y). 

(b) 如 果 M + O(X), MH RIH] 格 NN 使 得 D* € vtx(N), Mu = N@O(Y) 
# N # O(Y). 


证 由 定理 (12.3.2)(c), 存在 某 W © Ino(R(H]) 使 得 M | Wo 和 Dt € 
vtx(W). 因为 D* < D, 所 以 W 是 (H, D) 射影 . 故 由 引 理 (12.4.8) 知 : 


(We) = W e0). 


我 们 有 Mu | (WS)n, 且 由 假设 条 件 知 M = O(%). 故 由 引 理 (12.4.4) 得 : D* < 
GX. 因此 由 引 理 (12.4.9) 推出 : D* <u Y. 由 于 D* € vtx(W), 将 引 理 (12.4.4) 
应 用 于 W 可 得 : W = O(Y). 于 是 , 由 引 理 (12.4.3) 推出 : (WS)z = OW), 进而 
推出 : Ma = O(Y), (a) 得 证 . 

现 来 证 明 (b). 由 定理 (12.3.2) (c) 知 : 存在 N € Ino(R[H]) 使 得 M | NS 
和 D* e vtx(N). 据 引 理 (12.4.8) 得 : (NS)g = N@O(Y). 因为 M 4 O(A), 
所 以 由 引 理 (12.4.4) 知 : D* go X, FÈ, 由 引 理 (12.4.9) 得 : D* ġa V. 再 
由 引 理 (12.4.4) 知 : N 是 (NS)a 里 唯一 的 非 OV) 的 不 可 分 解 直 和 项 . 据 定 理 
(12.3.2)(b), My 含有 以 D* 为 顶点 的 不 可 分 解 直 和 项 . 由 于 My | (NS)a 和 
(NG)a = N @ OY), 该 直 和 项 必须 是 N. 这 推出 : My = N @ O(Y), 证 明了 
(b). 口 


在 引 理 (12.4.10) (b) 里 所 证 得 的 “N 是 (VS)a 里 唯一 的 非 OW) 的 不 可 
分 解 直 和 项 ”的 事实 将 在 定理 (12.4.5) 的 证 明 里 起 关键 作用 . 
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(12.4.11) 引 理 在 定理 (12.4.5) 的 假设 条 件 下 , 设 N € 3nD(R[E]) fe Dre 
vtx(N), 其 中 D* <D. 则 有 

(a) 如 果 N = O(X), 则 NG = O(2). 

(b) 如 果 N # O(X), MNS = MOO(A), KL M E€ Ino(R[G]) MXN | Mu 
和 D* € vtx(M). 


证 先 来 证 明 (a). 由 D* e vtx(N) 知 : N 是 (H,D*) 射影 . 于 是 , 由 定理 
(12.1.2)(d) 得 : N | (Np-)#. 由 诱导 函 子 的 可 递 性 推出 : NG | (No-). 因此 NS 
是 (G, D*) 射影 . 因为 由 引 理 (12.4.4) 有 D* <c X, 所 以 NS = O(4), 这 推出 
(a). 


(b) 的 证 明 比 较 复 杂 . 先 写 
NS=Mi@:…@Mi， 这 里 Mie Im(RIG]), 1<i<l. 


由 (a) 和 命题 (12.1.4) (e) 知 : 每 个 Mi 都 是 (G, D*) 射影 . 因此 每 个 Mi 都 有 项 
点 Di 满足 
Di <c D* < D. 


根据 引 理 (12.4.10), 对 于 每 个 1 < i <l, 以 下 两 者 之 一 必 成 立 : 

G) My = O(%) M (M:)a = OW). 

(ii) M: # O(X), E (Mi)a 恰 含 一 个 非 OV) 的 不 可 分 解 直 和 项 . 
据 引 理 (12.4.8) 得 : 

(ii) (NS)u = NO). 
据 (b) 的 假设 N A OX) 和 引 理 (12.4.4) 得 : D* ka X. 因此 由 引 理 (12.4.9) 得 : 
D* <u Y. 再 由 引 理 (12.4.4) A: N A O(Y). 由 上 面 的 (一 (ii) 推出 : 在 NG 里 
存在 唯一 的 满足 条 件 Mio A OX) 的 不 可 分 解 直 和 项 M;。. 进而, HE (ii), N 是 
(Mio)a 里 唯一 的 非 OW) eis Piel 最 后 , Be (12.3.4), Mio Be 
点 是 D*. (b) 得 证 . 


定理 (12.4.5) 的 证 明 设 Me3na(RIG),D* € vtx(M) 和 D* € A. 则 由 
(1) RA: D* gq , 故 由 引 理 (12.4.4) 有 M 4 O(X). 由 引 理 (12.4.10)(b) 的 证 
明知 : Ma 含有 唯一 确定 的 不 可 分 解 直 和 项 N A OV) 满足 D* e vtx(N). 现 可 
如 定理 (12.4.5) 里 所 要 求 的 那样 定义 同 构 类 之 间 的 映射 


g : [M] > [N]. 


据 引 理 (12.4.11) (b) Mi: g 是 满 射 . 现 要 证 明 9 也 是 单 射 . 设 N | My, 这 
Æ N € 3n0(R[A]) 和 M € (RG) HAMA D* es A. 必须 证 明 M 的 同 构 
类 由 这 些 条 件 所 唯一 确定 . 据 引 理 (12.4.11), 只 要 证 明 : M | NS (注意 : 这 与 以 
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下 问题 密切 相关 : 定理 (12.3.2) 里 的 条 件 (b) 和 (c) 能 否 被 同一 个 RH) 模 所 满 
足 ?). 据 定理 (12.3.2)(a), 存在 U € Ind(R[H]), 其 顶点 在 群 G 里 与 D'AI, 
EU | Ma AM | US. 据 引 理 (12.4.9) 和 (12.4.4) A U + O). KRIE 
(12.4.10) 得 : U S N. FÆ, M | NS. 这 证 明了 : 9 是 双 射 . 

结论 (b) 可 从 引 理 (12.4.10) 和 (12.4.11) 直接 推出 . 最 后 , 结论 (c) 可 从 定 
理 (12.3.2) (d) 得 到 . 口 


> 题 


1. 证 明 引 理 (12.4.9). 

2. & D 是 群 G 的 一 个 循环 Sylow p FRE, 且 D 是 G 的 平凡 交集 ( 见 §5.4, 习题 6)， 
ME: Co(D) = D. & H = Ne(D). 

(a) 证 明 : H 是 以 D 2 Frobenius 核 的 Frobenius 群 . 

(b) 设 (K, R, k) 是 了 模 系统 , 域 K 关于 群 G 充分 大 , m 是 R 的 极 大 理想 . 设 M 是 非 
射影 的 不 可 分 解 RIG) 格 , 其 模 m 约 化 M 也 不 可 分 解 . 证 明 : 存在 非 射 影 的 不 可 分 解 RIH] 
格 工 使 得 M | Lo 和 工 e Jna(k[H]), 且 存 在 满足 条 件 Ma = LOQ 的 射影 RIH] BQ. 

提示 将 定理 (12.4.5) 应 用 于 Green 对 应 的 容许 三 元 组 (G, H, D). 注意 定理 (12.4.5) 
里 的 双 射 g 将 非 射 影 的 不 可 分 解 RG) 格 M 的 同 构 类 [M] 映 到 非 射影 的 不 可 分 解 R[H] 
格 LORH [L]. 此 时 有 M | LO 和 My X LOQ, 这 里 Q 是 射影 RIH] 模 . 再 将 定理 
(12.4.5) 应 用 于 M € Ind(k(G]). 注意 M 是 非 射影 模 . 

3. 设 G, HH,D 5 (K,R,k) 是 习题 2 里 所 设 定 的 群 和 p MAK. 设 已 是 K 特征 标 为 
T 的 不 可 分 解 射 影 RIG] 格 , N 是 P RIF RIG] 格 使 得 M = P/N 是 以 为 K 特征 标的 
R 自由 的 RIG] 模 , 且 M e Jnp(k[G]). 定义 


hlu) = , max. (IHD, 4) — (uo.4')I}- 


TEAR: h(y) < 1. 

提示 ik M 是 射影 RIG] 模 与 非 射影 RG) 模 两 种 情形 分 别 讨论 . 4 M 是 射影 RIG] 
模 时 , 证 明 : h(y) = 0. 当 M 是 非 射 影 RIG] 模 时 , 利用 习题 2 的 结果 证 明 : 存在 子 RIH] 
模 直 和 分 解 Ma = LOQ 和 相应 的 特征 标 分 解 kz = 和 十 7, 其 中 工 E Ind(R[H]), Ti Q 是 
射影 RIG] 模 . 再 利用 $12.2, 习题 3 的 结论 . 
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小 群 法 little group method §6.1 

广义 分 解数 generalized decomposition numbers (11.2.2) 

广义 特征 标的 Brauer 刻画 Brauer’s characterization of generalized characters 
(7.2.8) 

FH going-down §12.3 

LR going-up §12.3 


m 画 


元 素 element 
Hak central primitive idempotent §6.2 
可 离 ~ separable~ (1.2.6) 
本 原 乱 等 ~ primitive idempotent §4.2; §6.2 
代数 ~ algebraic ~ (1.2.2) 
标准 基 ~ standard basis ~s (6.2.9) 
#~  prime~ (1.2.11) 
FRP~ F-conjugacy ~ §7.3, 习题 4 
Osima #4~ Osima idempotent ~ (10.2.19) 
p~ p~ $11 
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p~ pew 31 

~ 的 p 部 分 ppartofan~ 81.1 

~ Wp BA p-partofan~ §1.1 

~ (关于 一 个 子 群 ) 的 指数 。 index of an ~ (with respect to a subgroup) 86.2 
引 理 lemma 

蛇 形 ~ ”snake ~ §1.8, 习题 5 

HallHigman~ Hall-Higman ~ (10.3.13) 

Nakayama ~ Nakayama ~ (9.1.14) 

Schur ~ Schur ~ (1.4.2) 
内 射 包 injective cover §1.8, 习题 10 
(G,H) AS (G, H)-injective (12.1.1) 
双重 中 心 化 子 double centralizer 81.7 
双 射 bijection 81.3 


五 画 


平凡 交集 trivial intersection set §5.4, 习题 6,7 
正 合 序列 exact sequence §1.8, 习题 2 
分 裂 的 ~  split~ §1.8, 习题 2 
短 ~ ”short ~ §1.8, 习题 2 
代数 algebra 
(F 上 ) 中心 ~ central ~ (over F) (1.10.1) 
(F 上 ) 分 裂 中 心 单 split central simple ~ (over F) (1.10.1) 
半 本 原 ~ — semi-primitive~ 81.7, 习题 4 
半音 ~ semisimple ~ (1.5.1) 
可 除 ~( 或 可 除 环 ) division ~ (or division ring) (1.4.2); §1.7 
本 原 ~ primitive ~ §1.6, 习题 2 
包 络 ~ enveloping ~ 81.10, §3.1 
交换 R~ commutative R~ §4.4 
单 ~  simple~ (1.5.4)(a) 
群 ~ = group~ (1.3.2)(c); §3.1 
F f~ (或 子 ~) F-sub~ (or sub~) (1.3.3) 
Fr (或 ~) F~(o~) (1.3.1) 
Hecke ~ Hecke ~ (6.2.2); §6.2 
R~ Rw $44; 
对 偶 duality (9.2.1); (9.2.2); (9.3.6) 


HR conjugate 
子 ~ sub~ §5.5 
伽 罗 华 ~  Galois~ (1.2.8); §4.5 
F~ Feo 87.3, 习题 4 
列 series 
下 中 心 w lower central ~ (1.1.2)(b) 
上 中 心 ~ upper central ~ (1.1.2)(c) 
正规 ~ normal ~ (1.1.1) 
导 群 ~ derived ~ (1.1.2)(a) 
合成 ~ composition ~ (1.1.1); (2.5.3); §3.2 
轨道 (或 G 轨道 ) orbit (or G-orbit) (1.1.8); §5.1, 习题 4; 85.5; (10.3.10); 
(11.2.8) 
划分 partition 83.3 
同 构 isomorphism 
半 线 性 ~ (Ro 半 线 性 ~) semi-linear ~ (or o-semi-linear ~) (1.7.8) È 
代数 的 内 自 ~ inner automorphism of an algebra 81.10, 习题 2 
范畴 的 ~ ~ of categories §1.11 ` 
函 子 的 自然 ~ natural ~ of functors (1.11.5) 
4 模 ~ ~of A-modules (1.3.7) 
F~ Fw (1.2.7) 
万 代数 ~ ~ of F-algebras (1.3.4) 
万 代数 反 ~。 anti-~ of F-algebras §1.7 
FH~  F-automorphism (1.2.7) 
G 集 ~ ~ofG-sets (1.1.8); §5.5 
同 态 homomorphism 
分 解 ~ decomposition ~ (9.3.4) 
本 质 单 ~ essential injective ~ §1.8, 习题 10 
本 质 满 ~ essential surjective ~ 81.8, 习题 9 
诱导 ~ induced ~ (11.1.1) 
A~ ~ of A-modules (1.3.7) 
Brauer ~ Brauer ~ (10.3.4) 
Cartan ~ Cartan~ (9.3.1); (9.3.10); §9.5, 习题 1 
下 代数 ~ ~ of F-algebras (1.3.4) 
F~ Fw (1.2.7) 


TENA! 


~WRH asectionof~ (10.1.15) 

人 的 余 核 —cokernel ofa ~ (9.4.9); (9.4.10); (9.4.12) 
全 交 结 fully ramified §6.1, 习题 4 
合成 因子 composition factors (1.1.1); (2.4.3); 83.2 
多 项 式 polynomial 

分 圆 ~ cyclotomic ~ ( 1.2.10) 

H~ — separable~ (1.2.6) 

齐 次 ~ homogeneous ~ §10.3, 习题 4 

首 一 ~ monic ~ (1.2;2); (4.4.1) 

特征 ~ characteristic ~~ 810.3, 习题 4 

最 小 ~ minimal ~ (1.2.2) 
交 结 数 intertwining number §5.3 
交换 图 commutative diagram §1.8, 习题 3 
充分 大 (的 域 ) sufficiently large (field) (9.1.1) 


七 画 


łk block 810.2 
=~ principal ~ (11.3.1); (11.3.2); §11.3, 习题 6; Ch. 11 
B~EXH weak ~ orthogonality 推论 (10.2.12) 
诱导 ~ induced ~ (11.1.1); Ch. 11 
#wp~ p ~ofagroup (10.2.2) 
改正 交 性 ”~ orthogonality (11.2.11) 
~ 理想  ~ideal (10.2.21) 
~ 宪 等 元 ~ idempotent (10.2.21) 
和 ~ 的 亏 类 defect class of a ~ (10.3.2) 
~W 5H — defect of a ~ (10.3.14) 
~igi%  kernelofa~ §11.3, 习题 6 
连接 linked 810.2, 习题 5 
张 量 积 tensor product §1.9 
向 量 空间 的 ~ ~ of vector spaces §1.9 (I) 
表示 的 ~ ~ of representations (2.2.1) 
下 代数 上 模 的 ~ ~ of modules over an F-algebra §1.9 
五 代数 的 ~ ~ of F-algebras 81.9 (III) 
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表示 representation 
广义 ~ virtual ~ 82.5; (9.1.7); (9.4.2) 
子 ~ sub~ (2.1.8) 
不 可 约 ~。 irreducible ~ (2.4.1); $5.3 
无 固定 点 的 ~ a ~ without fixed points (8.11) 
A~ contragredient ~ (2.2.2) 
正则 ~ regular ~ (2.1.5); (5.1.2)(a),(b); (9.3.10); (9.5.2) 
可 迁 置 换 ~ transitive permutation ~ §5.3; §12.3, 习题 3 
共 辑 ~ — conjugate ~ (2.3.4) 
有 双重 中 心 化 子 性 质 的 ~ ~ with double centralizer property §3.1 
有 理 ~  rational~ 87.1 
完全 可 约 ~ completely reducible ~ (2.4.1); (6.1.1) 
补 ~ complementary ~ (2.2.4) 
实 ~  real~ §2.3, 习题 3 
实在 ~ actual ~ 82.5 
单位 ~ unit ~ (2.1.5); (5.1.2)(a) 
单项 ~ monomial ~ (5.3.7); §5.3, 习题 2, 4 
忠实 ~ faithful ~ §1.6, 习题 2; (1.10.5); (2.1.6); §5.3, 习题 3 
限制 ~ ~ by restriction (2.3.3); (9.2.5); (9.4.9) 
E~ matrix ~ (2.1.3) 
复 ~ complex ~ (2.1.11) 
绝对 不 可 约 ~ — absolutely irreducible ~ (3.2.2); §4.5; (9.2.1) 
诱导 ~ induced ~ (2.3.6); Ch. 5, 6, 7; (9.2.5); §10.1, 习题 10; Ch. 11 
射影 ~ ”projective ~ §3.1, 习题 3 
商 ~ factor ~(or,quotient~) (2.1.8) 
符号 ~ sign ~ §3.3; (9.3.12); (10.1.8) 
等 价 ~， equivalence ~ (1.3.8); (2.1.4) 
HR~ permutation ~ (2.1.5);§5.1, 习题 8; §5.5; (9.3.12); (10.1.18) 
置换 ~ 的 子 次 数 subdegrees of permutation ~ 86.2 
F~ Few (211) 
FRRMA~ ~ of F-algebras (1.3.8) 
一 不 相交 ~ sare disjoint 85.3 
~ 在 域 上 实现 ~ is realizable over a field Ch. 8 
~ 环 ring of ~s §2.5 
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人 的 不 可 约 分 量 irreducible constituents of a ~ (2.4.3) 
人 的 不 可 约 分 量 的 重 数 multiplicity of irreducible components of a ~ (2.4.3) 
心 的 次 数 degree of a ~ (2.1.1) 
~ 的 直 和 direct sum of ~s (2.2.4) 
~ 的 核 。” kernel of a ~ (2.3.1) 
~ 的 提升 。 lifting of a ~ (2.3.1); (9.3.11); (9.4.3) 
定理 theorem 
双重 中 心 化 子 ~ double centralizer ~ (1.7.2) 
极 小 - 极 大 ~ Min-Max ~ (10.3.3) 
类 函数 的 Frobenius 互 反 ~ Frobenius reciprocity ~ for class functions (5.2.4) 
特征 标的 广义 正 交 关系 ~ generalized orthogonality relation ~ for characters 
(4.2.2) 
诱导 特征 标的 Brauer ~ Brauer ~ on induced characters (7.2.1) 
模 的 Frobenius Z~ Frobenius reciprocity ~ for modules (5.2.3) 
模 p 情形 的 Brauer ~ Brauer's ~ in modular p case (9.2.6) 
稠密 性 ~ density ~ (1.7.1) 
Artin~ Artin~ (7.1.2) 
Brauer 第 一 主要 ~ Brauer's first main ~ (11.1.4) 
Brauer 第 二 主要 ~ Brauer's second main ~ (11.2.3) 
Brauer 第 三 主要 ~ Brauer's third main ~ (11.3.2) 
Brauer 特征 标的 Brauer 诱导 ~ Brauer induction ~ for Brauer characters 
§10.1, 习题 10 
Burnside 可 解 性 ~ Burnside’s solvability ~ (4.4.11) 
Clifford ~ Clifford ~ (3.1.3); (6.1.1) 
F 单 代数 的 同 构 ~ — isomorphism ~ for simple F-algebras (1.7.8) 
Gaschiitz ~  Gaschiitz~ (12.1.2) 
Green ~ Green ~ (7.3.2) 
Green 不 可 分 解 ~  Green’s indecomposability ~ (12.3.5) 
Jordan-Hélder ~ Jordan-H6lder ~ §3.2 
K-S-A ~ Krull-Schmidt-Azumaya ~ (12.2.2) 
Mackey 的 子 群 ~ Mackey subgroup ~ (5.3.1) 
Mackey 的 张 量 积 ~ Mackey tensor product ~ (5.3.2) 
Maschke ~  Maschke~ (3.1.1) 
Osima~  Osima~ (10.2.14) 
Okuyama ~ Okuyama ~ (11.3.10) 
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Schur-Zassenhaus ~ Schur-Zassenhaus ~ §5.4, 习题 9 的 脚注 
Sylow ~ Sylow ~ (1.1.13) 
Witt-Berman~ 。 Witt-Berman ~ §7.3, 习题 7 
空间 space 
对 偶 ~ dual ~ (2.2.2) 
4h~ complementary ~ (2.2.4) 
表示 ~ representation ~ (2.1.1) 
GARF~  G-invariant sub~ (2.1.8) 
变 号 置换 signed permutation §6.1, 习题 7 
单位 根 。 root of unity (1.2.10) 
单位 原 根 primitive root of unity (1.2.10) 
环 ring 
域 的 (v) 整数 ~ (v)integer ~ of a field (1.2.11) 
赋值 ~ valuation ~ (1.2.11) 
离散 赋值 ~ discrete valuation ~ (1.2.11); (9.1.2) 
Artin ~ artinian~ §1.7, 习题 8 
Burnside~ Burnside ~ (5.5.1) 
Grothendieck ~ Grothendieck ~ (9.1.4) 
Neother ~ neotherian ~ §1.7, 习题 9 
pUtBR~ padicinteger~ (9.4.2) 
顶点 vertex (12.2.7) 
范畴 category (1.11.1); (9.1.4) 
~ 的 等 价 。 equivalence of categories §1.11 
函数 function 
欧 拉 ~ = Euler~ (1.2.10) 
类 ~ class ~ §4.1 
特征 ~ characteristic~  §10.1, 习题 7 
Möbius ~ Möbius ~ 87.1 
nE convolution product of ~s §6.2 
函 子 functor 
KR~ — contravariant ~ (1.11.3) 
左 伴随 ~ left adjoint ~ §1.11 
右 伴 随 ~ right adjoint ~ 81.11 
共 变 ~ covariant ~ (1.11.3) 
纯 量 限制 ~ ~ of scalar restriction §1.11, 习题 (a); §5.1 
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纯 量 扩充 ~ ~ of scalar extension (9.3.5) 
诱导 ~ induced ~ §1.11, 习题 (b); $5.1 
必 的 自然 变换 natural transformation of ~s (1.11.5) 


九 画 


指数 exponent 
群 的 ~ ~ofagroup (4.1.1); §4.5; (9.1.1); (9.2.6) 
子 群 的 ~ ~ of a subgroup in a group (12.1.4) (i) 
FEAR ~ of a nilpotent ideal §12.2, 习题 1 (a) 
RA = map 
限制 ~ restriction ~~ 85.5 
诱导 ~ induced ~ §5.5 
普遍 ~ universal ~ 61.11 
4 平衡 ~ A-balanced ~ §1.9 
GR~ G-set ~ (1.1.8); 85.1, 习题 4; 85.5; §12.3, 习题 3 
o 半 线性 ~ (或 半 线 性 ~) 。 o-semi-linear ~ (or, semi-linear ~) (1.7.8) 注 
类 cass 
tn FE Fe HE Galois conjugacy ~ (1.2.8); §4.5 
群 的 实 ~ real ~ of a group §5.3, 习题 :9 
HER~ H-conjugacy ~ (1.1.11)(c) 
pHR~ = pregular~ (10.1.5) 
~ 和 ~sum (3.1.7); §4.3 (V); §10.2; §10.3; Ch. 11 
same matrix 
分 解 ~ decomposition ~ (9.3.4); (10.1.11) 
半 单 ~ semisimple ~ §6.2, 习题 3 (c) 
特征 标 表 ~ ~ of character table (4.2.5); (5.3.11) 
置换 表示 的 交 ~ intersection ~ of permutation representations §6.2, 习题 3 
Cartan~ Cartan ~ (9.3.1); 89.3; (9.4.9); (9.4.12); §9.5, 习题 5; (10.1.17); 
(10.1.18); §11.2, 习题 8 


+ 画 
% lattice (9.1.3) 


R~ R~ (9.3.2) 
RIG] ~ RG] ~ (9.1.3); Ch. 9, 12; §10.1; (12.2.1) 


一 
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特征 标 character §4.1 
广义 ~、 virtual ~ (4.5.15); §7.2; (9.1.7)(a); (9.4.9)’; (10.1.16) 
不 可 约 ~ irreducible ~ §4.1; §5.3; Ch. 6, 9, 10; 
不 可 约 Brauer ~ irreducible Brauer ~ (10.1.4); Ch. 10 
正则 ~ regular ~ = §4.2 
$~ conjugate ~ (6.1.5) 
有 理 ~ rational ~ §7.1 
单位 ~ unit ~ (4.1.2) (a) 
忠实 ~ faithful ~ §4.3, 习题 3 
线性 ~ linear ~ 84.1 
复 ~  complex~ §4.1 
置换 ~ permutation ~ §5.1, 习题 4 
群 代数 的 ~ ~ of a group algebra $§4.2 
Brauer ~ (或 模 ~) Brauer ~ (or modular ~) (10.1.1); Ch.10, 11 
Brauer ~ 的 核 kernel of a Brauer ~ §11.3, 习题 7 
Brauer ~ Brauer principal ~ §10.1, 习题 8 
Steinberg ~ Steinberg ~ §10.3 习题 8 
~ 的 次 数 。 degree of a~ §4.1 
~HE 。 height of a ~ (10.3.17) 
~#( RF ~#)  ~ table (or F ~ table) (4.1.3) 
和 ~ 的 第 一 (或 行 ) 正 交 关系 first (or row) orthogonality relation for~s (4.2.3) 
的 第 二 (或 列 ) 正 交 关系 second (or column) orthogonality relatioikfor ~ s 
(4.2.5) 
射影 projection 81.7 
(G,H)~ (G, H)-projective (12.1.1) 
(G,Z)~ — (G,Z)-projective (12.4.2) 
~A projective cover §1.8, 习题 9 
~% projective system (1.2.11) 
人 极限 projective limit (1.2.11) 
离散 赋值 discrete valuation (1.2.11) 


+- 5 


理想 ideal 
本 原 ~ ”primitive ~ §1.6, 习题 2 
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F~ nilpotent ~ §1.6 

i~ nilpotent left ~ §1.6 

Fam nilpotent right ~ §1.6 

FRRN~ ~ of an F-algebra (1.3.11) 

FREREX~ left ~ of an F-algebra (1.3.11) 

下 代数 的 右 ~ right ~ of an F-algebra (1.3.11) 
field 

F~  sub~ (1.2.1) 

AMKP~ infinite extension ~ (1.2.1) 

中 间 ~ intermediate ~ (1.2.1) 

分 式 ~ fractional ~ (1.2.11) 

分 裂 ~ splitting ~ (1.2.4) 

分 图 ~ cyclotomic ~ (1.2.10) 

正规 扩 ~ normal extension ~ (1.2.5) 

可 离 扩 ~ separable extension ~ (1.2.6) 

代数 扩 ~ algebraic extension ~ (1.2.2) 

代数 闭 ~ algebraically closed ~ (1.2.2) 

代数 数 ~ algebraic number ~ (1.2.2) 

扩 ~ extension ~ (1.2.1) 

MARKY ~ finite extension ~ (1.2.1) 

有 理 数 ~ rational ~ (1.2.2) 

完备 ~ complete ~ (1.2.11); (9.1.2); (9.4.5) (2); (12.3.7) 

完善 ~ perfect ~ (1.2.6); (12.3.7) 

tn By ~ Galois extension ~ (1.2.9) 

实数 ~ real ~ (1.2.2) 

复数 ~ complex number ~ (1.2.2) 

剩余 类 ~ residue class ~ (1.2.11) 

pit~ padic~ (9.4.2) 


+ = @ 
2 ER  unipotent transformation §10.1, 习题 1 
4B >> at Æ% Fourier inversion transformation (4.5.14); 命题 (9.5.10) 的 证 明 
普遍 性 。 universal §1.11 
从 对 象 到 务 子 的 ~ a ~ from an object to a functor §1.11 
从 函 子 到 对 象 的 ~ a ~ froma functor to an object §1.11 
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十 


源头 source (12.2.7) 
群 group 

二 面体 ~ dihedral ~ (1.1.15)(a); (3.1.9)(b); (4.1.4); §4.1, 习题 1, 6, 8; 
(5.2.5); §5.3, 习题 10 

广义 四 元 数 ~ generalized quaternion ~ (1.1.15)(b); §2.3, 习题 4; §3.2, 3 
题 2; §4.1, 习题 6, 8; §5.3, 习题 10; §9.3, 习题 8 

无 固定 点 的 ~ a ~ without fixed points (8.11); (8.12); (8.13) 

可 迁 置 换 ~ transitive permutation ~ 81.1, 习题 4 

可 解 ~ solvable ~ (1.1.3); §5.3, 习题 5, 6,7 

对 称 ~ = symmetric ~ (2.1.7)(b); §2.3, 习题 1, 2; §3.3; §4.1, 习题 6; (4.2.6); 
§5.1, 习题 3, 8; (9.3.12); §9.3, 习题 5, 6; §9.5, 习题 4; (10.1.17) 

交代 ~ alternating ~ (4.2.6); §5.1, 习题 3; §9.5, 习题 4; (10.1.18) 

交换 ~ (或 阿 贝尔 ~) commutative ~ (or abelian ~) §2.1, 习题 3; §2.4, 
习题 4; §2.5, 习题 2; §3.2, 习题 7; $4.1, 习题 3, 4, 5; 84.3, 习题 3, 6; 
85.2, 习题 5 

亚 循环 ~ metacyclic~ §5.3, 习题 10 

导 ~ — derived ~ (1.1.2); §4.3, 习题 1; §5.2, 习题 5; 85.3, 习题 10 

HHA HF ~ (或 简称 亏 ~) pdefect ~ of a conjugacy class (or defect ~) 
(10.3.1); §10.3; Ch. 11 

块 的 亏 ~ defect ~ of a block (10.3.6); §10.3; Ch. 11 

初等 ~ (或 产 初等 ~) elementary ~ (or p-elementary ~) (1.1.6); §7.2; §9.2; 
§9.4; §9.5; (10.1.14); §10.1, 习题 10 

拟 初 等 ~ (或 p 拟 初 等 ~) quasi-elementary ~ (or p-quasi-elementary ~) 
(1.1.7); §7.2; (9.4.3) 

Mm i~ Galois ~ (1.2.7); §4.5; (9.4.3) 

单 ~ simple ~ (1.1.1); (4.1.3); §11.3, 习题 3, 5 

MAEM pF~ maximal normal psub~ (10.3.8) 

极 大 正规 p f~ maximal normal p’-sub~ (10.3.8) 

射影 线性 ~ projective linear~ §3.1, 习题 3 

短 零 ~ nilpotent ~ (1.1.3) 

超 可 解 ~ supersolvable ~ (1.1.4); §5.3, 习题 4 

循环 ~ cyclic ~ (2.1.7)(a), §2.1, 习题 1; §2.4, 习题 2, 3; (3.1.9)(a); §3.2, 习 

题 6; §4.4, 习题 5; (7.1.2); §7.3, 习题 8; (9.2.9); §9.4, 习题 1; §12.1, 
习题 6; §12.2, 习题 1, 2 
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惯性 ~ inertial ~ (2.3.4); §6.1 

置换 ~ permutation ~ §1.1 (II); (5.4.4) 

Clifford ~ Clifford ~ $§1.1, 习题 7; §2.3, 习题 3; §4.2, 习题 5 

Coxeter ~ Coxeter ~ (1.1.15) (c); §9.3, 习题 4; (10.1.18) 

太初 等 ~ F elementary ~  §7.3, 习题 3, 8; (9.2.6) 

Frobenius ~ Frobenius ~ 85.4 及 习题 ; 812.2, 习题 2, 3; 812.4, 习题 2,3 

Klein 四 元 ~ Klein’s four~ 82.3, 习题 1; (4.2.6) 

K#RF~ K-conjugate sub~ 81.1, 习题 5 

M~ M~ §5.3, 习题 4, 5, 6, 8; §5.4, 习题 8 

p~ p~ (1.1.5); (1.1.13); (9.3.10); §9.3, 习题 1; (9.4.10); §10.2, 习题 2; 
§12.1, 习题 6; (12.3.6); §12.3, 习题 2 

p'~ p~ (1.1.5); (9.3.8); §10.2, 习题 1 

pH f~ p-solvable ~ (1.1.5); (9.5.9); (10.3.12); (10.3.13); (10.3.17); §11.1, 
习题 7 

PC~ PO~ §6.1, 习题 8 

Sylowp 子 ~ Sylow p-sub~ (1.1.13); §9.5, 习题 1; (10.2.11); (10.3.1); §10.3, 
习题 3; (11.3.1); 811.3, 习题 5; 812.1, 习题 4 

人 行列 式 。 ~ determinant §4.1, 习题 9 

~ 的 表现 presentation of ~ (1.1.14) 


+ 四 画 


模 module 
F~  sub~ (1.3.10) 
AWA~ irreducible ~ (1.4.1) 
不 可 分 解 ~ indecomposible ~ (9.1.11) 
内 射 ~ ”injective ~ §1.8, 习题 8 
平凡 ~ trivial~ (1.3.10) 
正则 ~ regular ~ (1.3.6)(c) 
对 偶 ~ dual ~ 8§9.2, 习题 1, 2, 4 
自由 ~ 。 free ~ §1.8, 习题 6 
完全 可 约 ~ completely reducible ~ (1.4.4) 
绝对 不 可 约 ~ absolutely irreducible ~ §6.2 
诱导 ~ induced ~ §5.1 
商 ~ quotient ~ (1.3.10) 
置换 ~ permutation ~ §5.5 


OO 
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射影 ~ ”projective ~ §1.8, 习题 6 
下 代数 上 的 ~ ~ over an F-algebra (1.3.5) 
~ 的 不 可 约 分 量 irreducible constituents of a ~ §3.2 
(G, 百 ) 射 影 ~  (G,H)-projective ~ (12.1.1) 
(G,H)AR~  (G,H)-injective ~ (12.1.1) 
m4 reduction modular m (9.1.3) 
截面 section (10.1.15) 
f~ sub~ 811.2, 习题 7 
p~ p~ §11.2, 习题 6 
P~ p~ $10.1, 习题 7 


+ 六 @ 


Æ integrally closed §4.4 
~ 包 integral closure §4.4 
整数 integer 
代数 ~ algebraic ~ §4.4 
R~ Rw (4.4.1) 


英文 字母 开头 的 术语 


Brauer 图 Brauer diagram (10.2.7) 
cde 三 角形 cde triangle §9.3 
五 半 本 原 。 F-semi-primitive Ch. 8, 习题 4 
F 正规 化 子 F-normalizer 87.3, 习题 5 
FIG] 属于 x 的 单 分 支 。 simple component of FIG] belonging to x Ch. 8 
Frobenius # Frobenius complement (5,4,1) 
Frobenius #% Frobenius kernel (5.4.3) 
GR  G-set (1.1.8); (5.1.2)(a); §5.1, 习题 4 
双 可 迁 ~ double transitive ~ §1.1, 习题 4; §5.1, 习题 5 
F~ transitive ~ §5.1, 习题 4 
~  simpe~ 85.5 
~ 的 和 sum of ~s §5.5 
~AR product of ~s §5.5 
Green 对 应 。 Green correspondence 812.4 
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Green 对 应 的 容许 三 元 组 an admissible triple for Green correspondence 
(12.4.1) 

Hermitian # Hermitian product (2.1.10) 

Jacobson 根基 (或 根基 ) Jacobson radical (or radical) (1.6.3) 

AM 齐 次 分 支 (或 齐 次 分 支 )  M-homogeneous component (or homogeneous com- 
ponent) (1.4.6) 

p 模 系统 p-modular system (9.1.2) 

Schur 指标 Schur index (8.1) 

Young 表 Young tableau §3.3 

~ 的 行星 换 群 group of row permutations of a ~ §3.3 

~ 的 列 置换 群 group of column permutations of a ~ §3.3 

Young 图 Young diagram §3.3 


ufo 


( 群 或 代数 ) A 的 单位 表示 (或 单位 特征 标 ) 


1c 群 G 的 单位 元 

ly 向 量 空间 V 上 的 恒 等 变换 

lay Brauer 主 特征 标 

aA ENE AR 

Ap Young # D 的 列 置 换 群 元 素 的 交错 和 

Ae 代数 4 的 包 络 代数 

A(M) 正则 4 模 的 M 齐 次 分 支 

An n 次 交代 群 

4op 与 代数 A 反 同 构 的 代数 

Aut(4) ( 群 、 环 或 代数 ) 4 的 自 同 构 群 

4v 代数 表示 A— End V HR 

(a1,---,@n) 由 元 素 a...an 生成 的 群 
{ai,...,an} 由 元 素 ai,...,an 构成 的 集合 
a|b (sat) 整数 a 整除 (或 不 整除 ) 5 

AB 阿 贝尔 群 范畴 

A=A(D,H) 群 G 的 子 群 族 {D* <D | D* e X} 
Bo(G) 群 G 的 主 p 块 

B(-,-) Hecke 代数 上 的 双 线 性 型 

Bch(G) 由 群 G 的 Brauer 特征 标 生成 的 加 法 群 


be 


子 群 的 块 到 G 的 诱导 块 


Bl(G) 群 G 的 p 块 集合 

c Cartan 同 态 Ko(k[G]) 一 > Go(k[G]) 

© # G ÆR k 上 的 Cartan 矩阵 (Csr)s reto) 

c 复数 域 

Csr 单 K[G] S 作为 单 k[G] 模 工 的 射影 包 Pr 的 合成 因子 的 重 数 

C(D) Young 表 D WF ERR 

cfx(G) (或 cf(G)) 群 G 上 KK 值 类 函数 空间 ( 环 ) 

cfk(G; Gp) 群 G 上 的 在 G \ Gp 上 取 零 值 的 K 值 类 函数 空间 ( 环 ) 

efx (Gp) 集合 Gy 上 K 值 类 函数 空间 ( 环 ) 

ce HG 上 复 值 函 数 空 间 ( 环 ) 

Calz) (或 C(z)) (元 素 或 集合 ) z ER G 里 的 中 心 化 子 

char.F SF 的 特征 数 

ch}(G) (或 ch+(C)) 群 G 的 FF 特征 标 集合 

chz(G) 由 群 G 的 及 & 下 诱导 表示 的 整 线 性 组 合 构 成 的 集合 (F ÆG 

的 一 个 子 群集 合 ) 

Cl(G) 群 G HRRARRS 

Cla(z) 、 & x th HERR 

Cl(Gp) 群 G 的 属于 Cy HRRRRE 

Cl(g) 含 元 素 9 WRK 

CL(n) 由 {7V2 -Yn 1} 生成 的 Clifford # 

Coker(a) 映射 a: A— B WRK B/a(A) 

d 分 解 同 态 Go(K[G]) — Go(k[G]) 

D 群 G HAREE (Dume) mero), ecT) 

Do 群 G 关于 素数 p 的 分 解 矩 阵 (dxa)xerrx(G),eerBr(G) 

d(B) 块 B 的 亏 数 

deg 次 数 

det 行列 式 

detx 群 G 的 线性 特征 标 gr* det plg) (p 是 G 的 以 x 为 特征 标的 表示 ) 

diag(...) HAEE 

dimp (或 dim) BH, 下 标 指明 基 域 

Dae M elr.(G) #4 Ecitc(G)WGRERKE HR MAKE 
的 合成 因子 的 重 数 

Dn 阶 数 为 2n 的 二 面体 群 

Da 型 a 的 Young & 

ayy 群 G 关于 素数 p 的 分 解数 (x € Irrk(G), ¢ € IBr(G)) 


Vj. sca a ne aA 
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广义 分 解数 (ze Gp, x € Irrk(G), ¢ € IBr(Ce(z))) 

e ARB A Ko(k[G]) — Go(K[G]) 

E 分 裂 单 同 态 e WHE (Bem) cctix(c),Meim(G) 

Esm E X K 8rTa (Pu) 的 合成 因子 的 重 数 (Tm : Ko(R[G]) 一 
Ko(k[G]) 是 典范 同 构 ) 


eB Z(k[G]) 里 对 应 于 块 Be BUG) A#ERSH JB 
E/F FRUPRME 
eG 由 单一 元 组 成 的 G 集 
Endp (或 End) F 线性 变换 集合 
F 域 
fe Z(RIG]) 里 的 Osima ## 
Fp 元 素 4pSp € Z(F[Sn]) (D Æ Young #) 
FIG] 群 GER F LARREA 
F(G,F) 群 G 上书 值 函数 的 集合 
F, (È Z/pZ, Z/(p)) 含有 p (p 是 素数 ) 个 元 素 的 域 , 也 是 ZAK pA 
余 类 环 
F[S] (或 Flz1,...,zn]) 由 集合 5 (或 {z1,...,zn}) 在 域 FLA RAH 
F(S) (或 F(zi,... ,zn)) 由 集合 S (或 {zl,.…,zn}) 在 域 下 上 生成 的 域 
F(x) {x(9) | 9 € G} ÆR F LA RR (x 是 群 G 的 特征 标 ) 
G 有 限 群 
G' (或 GO) 群 G 的 导 群 
6 阿 贝尔 群 G 的 不 可 约 复 表示 群 
Go(Z[G]) L(G) #36 Grothendieck 群 ( 环 ) 
Gi (LIG) {[E] € Go(L[G]) | E HARA RK LIG) 模 } 
Gal E/F RE EFM F bt pe 
G: H] FH HERG 中 的 指数 | 
(G, H, D) Green 对 应 的 容许 三 元 组 
GO 群 G 的 第 i 阶 导 群 
GLn(F) 域 上 mn 阶 一 般 线性 群 (或 可 逆 矩 阵 群 ) 
Gp 群 G 的 了 元 素 集合 
Gy BG Hp 元 素 集 合 
gp 1) 群 元 素 g 的 p 部 分 
2) 整数 g 的 了 部 分 
gp 1) BLE g 的 p' 部 分 


2) 整数 g 的 py/ 部 分 
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GL(V) 向 量 空间 V 的 线性 自 辣 构 群 

Home (或 Hom) 同 态 集合 , 下 标 指明 所 在 范畴 

9H 集合 gHg* 

Hs Re gH 

oh 元 素 ghg 

ng 元 素 ghg 

H(G, H, Y) (È H) HTE H <G 4 y echp(H)+ 的 Hecke 代数 

(I: A) 集合 {ac AloACI} (I ERK A 的 理想 ) 

IBr(G) 群 G 的 不 可 约 Brauer 特征 标 集合 

Im(a) ( 群 、 环 、 线 性 空间 或 代数 的 ) AA a WR 

Ind8 (或 —G, 一 9) BRET, 上 下 标 指明 所 涉及 的 范畴 

indz(z) 群 的 元 素 CATT H 的 指数 [H : HNH] 

3no(RIC]) 不 可 分 解 RIG] 模 同 构 类 的 代表 系 

了 npA(RIG]) 顶点 属于 子 群 族 A 的 不 可 分 解 RIG] 格 的 同 构 类 集合 

Invc(5S) G 集 (或 G 模 ,G 表示 空间 ) S 上 的 G 固定 点 集合 

JInvcr (或 Inv7) 在 r(G) 的 作用 下 的 不 动 点 全 体 

IrA 不 可 约 4 模 同 构 类 的 代表 系 

InrG (或 IG) BG 的 不 可 约 FF 表 示 等 价 类 的 代表 系 

IrrrG (或 IrG) 群 G 的 不 可 约 忆 特征 标 集 合 

Ker (a) (或 ker(a)) 1) ( 群 、 环 、 线 性 空间 或 代数 的 ) AA a 的 核 

2) 特征 标 a 的 核 

Ker (B) HK B 的 核 MNxerrrx(o) Ns Ker (x) 

(K, R, k) Pp 模 系 统 

Ko(L{G}) 射影 L[G] 模范 畴 的 Grothendieck # (7) 

K3 (LIG) {[E] € Go(L[G]) | E AAR RAB LIG] 模 } 

Up,7) (È UV, W)) FRI 4 的 表示 (P, V) 和 (r, W) 的 交 结 数 
dimr(Hom,(V, W)) 

[M] LIGË (或 射影 L[G] 模 ) M Æ Go(L[G]) (È Ko(L[G])) 里 的 像 

aM ŁAM 

Ma AAM 

AMB (A, B) RÆ M 

AM E AREER 

Ma 右 4 模范 畴 

MA) 不 可 约 4 模 同 构 类 的 代表 系 

mr(x) 特征 标 x ÆR F EW Schur 指标 
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MIN 模 1M 等 于 (或 同 构 于 ) RN 的 直 和 项 
Mm nth M 的 直 和 
Mn(F) BF Ln HERRA 
M = 0(2) M 是 (G,Z) 射影 的 RG] 格 , Z ER G 的 子 群 族 
M=L@0(2) M 有 RIG] 格 分 解 M = Lo N 使 得 N =O(Z) 
N 非 负 整数 集 
Nx(H) HEK 中 的 正规 化 子 
nu(V) BV 的 M 齐 次 分 支 中 不 可 约 分 量 M 的 重 数 
obC 范畴 C 的 对 象 
o(9) TOR g 的 阶 数 
Op(G) 群 G 的 极 大 正规 p 子 群 
Op (G) 群 G 的 极 大 正规 FH 
P(A) HY AREH 
PGL(V) 向 量 空间 V 上 的 射影 线性 群 
PP k[G] 模 (或 RG] 模 ) E 的 射影 包 
p(n) n 的 划分 个 数 
Q 有 理 数 域 
Qm 阶 数 为 4m 的 广义 四 元 数 群 
Rad. (A) 代数 (或 环 ) A 的 Jacobson 根基 
R 实数 域 
R(D) Young 表 D 的 行 置 换 群 
Resh (或 一) 纯 量 限制 函 子 , 上 下 标 指明 所 涉及 的 范 轩 
Rr(G) (或 R(G)) AGW F RAH 
Rr(G)* (或 R(G)*) Rr(G) 中 的 实在 表示 集合 
Sp Young 表 D 的 行 置换 群 的 元 素 之 和 
sg 对 称 群 的 符号 表示 
SLn(F) MP 上 mn 阶 特殊 线性 群 ( 即 系数 属于 下 县 行列 式 为 1 KMA n 
阶 方 阵 组 成 的 乘法 群 ) 
Sn n 次 对 称 群 
Stabg(w) 元 素 (或 集合 ) w 在 群 G 中 的 稳定 子 
supp(z) RE {g EG | ag #0} (£ = È agg € RIG)) 
EG 
S(z) ze Gy t p RH {u €G | up vo 2} 
Telp) (È T(p)) 子 群 表示 p ERG 中 的 惯性 群 
tr.X (或 Tr.X) 线性 变换 X 的 迹 


V(M) 模 HM 齐 次 分 支 
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V(M) 使 得 M 是 (G, H) 射影 的 所 有 子 群 有 < G 的 集合 (M 是 RIG] 模 ) 
vtx(M) RIG] RM 的 所 有 顶点 组 成 的 集合 
|x| 集合 X 的 基数 
z 以 元 素 z 作 左 乘 的 算 子 
[zy] 换 位 子 sty tay 
X\Y(R X-Y) 差 集 {zEX|z#Y} 
X = X(D,H) 群 G 的 子 群 族 FDND|ceG\H}(H,D<G) 
Yy =V(D,H) # G 的 子 群 族 {DNH |z EG\H}(H,D < G) 
Z 整数 环 
Z(A) (代数 或 群 ) A 的 中 心 
(z,b) So 相关 联 的 子 截面 (ze G 是 了 元 ,be BI(Cc(z))) 
Z(x) 集合 {g €G | |x(g)| = x(1)} (x 是 群 G 的 特征 标 ) 
Bp H p # 已 所 确定 的 "Brauer 同 态 Z(k[G]) — Z(k[No(P)]) 
bij 克 罗 内 克 符 号 
6G(KH) (或 6(H)) H GARAŽ H 的 p 亏 群 集合 
6c(B) (或 6(B)) BG 的 块 B p TARE 
a 1) cfk(G; Gp) 中 对 应 于 0 的 函数 (9 € che (G)UBch(G)) 
2) pk(G) 中 满足 8 = 9 的 单位 根 (9 € pk(G)) 
Am) mm 次 单位 根 在 Q 上 的 分 图 域 
An n 的 划分 的 集合 
XB 由 块 Be BUG) 确定 的 大 代数 同 态 Z(k[G]) — k 
入 G 的 子 群 再 上 函数 入 在 G 上 的 零 扩 充 
入 1) 与 函数 A 的 值 互 为 复 共 纯 的 复 值 函 数 
2) ACECHAR 
3) 和 ER 的 模 m AK 
u(-) Möbius 函数 
HK(G) RK 里 mm/ 次 单位 根 组 成 的 乘法 群 (m 是 Gy 里 元 素 阶 数 的 
最 小 公 倍数 ) 
Lk(G) R k Em 次 单位 根 组 成 的 乘法 群 (m 是 Gr 里 元 素 阶 数 的 最 
小 公 倍数 ) 
vp 关于 素数 p 的 赋值 函数 Q 一 ,ZUfco} 
(P, V) UV 为 表示 空间 的 表示 p 
pgp 表示 (或 特征 标 ) p' 中 每 个 不 可 约 分 支 的 重 数 不 大 于 在 p 中 相应 
分 支 的 重 数 
pi#p2 由 直 积 因子 的 表示 pi 与 pz 所 构造 的 一 种 群 表示 
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1) 由 表示 p 决定 的 关于 基 BB 的 矩阵 表示 (BE p 的 表示 空间 的 
一 组 基 ) 

2) 群 的 表示 (RER) p ETH B 上 的 限制 表示 (或 限制 函数 ) 
3) p € cfx (G) 对 应 于 块 Be BUG) 的 部 分 TxeBN mirx(G) (XX 


(9p,9V) (p,V) 的 由 元 素 g FREAK 
ie 正则 表示 
p FRA (或 已 值 函数 ) p Eo Aut(F) 的 作用 下 的 像 
So 群 G 上 的 K 值 特征 标 Lyer) dxex ($ € IBr(G)) 
Ou 射影 RIG] 模 M 的 特征 标 (射影 k[G] 模 M 是 M 的 模 m 约 化 ) 
pe 群 G 的 大 表示 也 的 Brauer 特征 标 
(Vy jaj Erec, Hae) (bb € efx (6) Uctx(Gy)) 
yp(—) 欧 拉 函数 
Xik 特征 标 Xi ERMER G 上 的 什 
Xreg 正则 特征 标 
xp 表示 p 的 特征 标 
x) HG 上 对 应 于 子 截面 (z,b 的 函数 
aa) # G Burnside 环 
Wy 1) 由 群 G 的 F 特征 标 x 所 决定 的 从 Z(F[G]) 到 C 内 的 代数 同 态 
2) 由 群 G 的 特征 p 域 上 特征 标 x 所 决定 的 从 Z(k[G]) 到 特征 零 
域 K 内 的 代数 同 态 
Il ERE 
x 连 加 号 
(-,-)e (R (-,-)) 1) CS EW EX Hermitian 内 积 
2) Rc(G) 内 的 对 称 双 线性 型 
(一 ,一 )x 对 称 双 线性 型 Go(K[G]) x Go(K[G]) — Z 
(一 一) 双 线 性 型 Ko(k[G]) x Go(k[G]) — Z 
= 同 构 关 系 
~ 等 价 关系 
~a (G 是 群 ) (元 素 之 间 的 ) G RAX 
~r (F ÆR) (元 素 之 间 的 ) FRRAK 
=o (G 是 群 ) (集合 之 间 的 ) GARAK 
<e (G 是 群 ) 1) (集合 之 间 的 ) G FRH K, WX <cY 
2) ( 子 群 与 子 群 族 之 间 的 ) G FHRKK, 如 D <c A 
— 1-1 对 应 关系 
= 当 且 仅 当 
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Lj <@eexxccannye t | | 


w 


在 一 个 映射 下 元 素 的 对 应 关系 
内 射 
集合 之 问 的 含 于 (可 能 相等 ) 关系 
集合 之 间 的 严格 含 于 关系 
(元 素 ) 属于 (集合 ) 
并 集 
无 交 并 集 
群 的 直 积 , 或 集合 的 笛 卡 尔 积 
群 的 半 直 积 , 开口 对 着 正规 子 群 
为 某 群 的 正规 子 群 
直 和 
KER, 下 标 指明 基 环 
对 于 所 有 
定义 为 
1) 对 偶 空 间 , RRM, RRA 
2) 域 的 非 零 元 素 乘 法 群 


表示 或 空间 的 基 域 扩充 ,这 里 E 为 基 域 的 扩 域 
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